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Avvertenza: queste note illustrano in forma compatta e compiuta alcuni
aspetti fondamentali e critici del corso. Esse non coprono in alcun modo la
totalita dei temi affrontati durante le lezioni o le esercitazioni. Per questi aspetti
si rimanda al programma ufficiale dei corsi di fisica 1.
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| Introduzione
| 1. calcolo vettoriale
punto di -7
applicazione \
. . . N verso
vettore: insieme di tre entita
\ direzione
- modulo (numero reale >0)
- direzione
- VErso
Il vettore non cambiaa cambiare del punto di applicazione.
nomenclatura: a, a, a; |a=modulodia; b =vettoredi modulo unitario = versore.

Nel testi i vettori sono in grassetto, le quantitascalari (numeri) in carattere normale.

Nella scrittura manuale si usa @ oppure a per i vettori, caratteri normali per gli scalari:

attenzione a non confondere vettori e scalari!

proprieta dei vettori:

somma: c=a+b (proprieta commutativa)
<::fi;j'
b a

moltiplicazione per un numero (scalare):

_ _ bl =qlal seq=0
b=qa _{ Ib] = -qglal se q < 0 edil versocambia
\aA \
-2a
prodottoscalares c= a-b; c=|al |b| cosd C € un numero reale (e non un vettore).

0 c = a-b; c = |a]]|b |cose
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In particolare:

aa=|al?

Se #=Zadlorac=a-b=0

vale la proprieta distributiva rispetto alla somma:
a-(b+c=a-b+ta-c

prodotto vettoriale: c= ax b = a A b; c g ottiene dalle seguenti regole:
|cl=[al |b] sin 6
c-a=c-b=0
quindi vale laregoladel cavatappi per il verso di ¢, ovvero "a, b, e c sono
ordinatamente congruenti ad unaternadestrorsadi assi cartesiani "

proprieta:

proprieta distributiva rispetto alla somma

anticommutativita:. ax b =-bx a

axa=0

Sea-b=0cona, b Oadlorajaxb]|=]lal|b|
ax(bxc)=Db(a-c)-c(a-b) regolade triplo prodotto vettoriae
ax(b+c)=axb+axc

| 2. rappresentazione dei vettori
Le proprietadel vettori sono indipendenti dal sistemadi riferimento utilizzato.
L e operazioni sui vettori dipendono perd dal sistemadi riferimento utilizzato.

Sistema di riferimento cartesiano ortogonale

Ad ogni asse s associa un versore i, j, k ordinatamente all'asse x, vy, z. | versori sono vettori a
modulo unitario. |i| = |j| =|k| =1.

Considero ora un vettore a applicato all'origine O degli assi: siano «, 5, e y gli angoli che
forma con gli ass X, y, e z, rispettivamente. Le componenti del vettore a lungo i tre assi sono

definite dalle relazioni:
a-i=|alcosa=ay; b-i=|b|cosp=by; c-i=|c|cosy=cy .



abstract copia.nb | 5

Allora, utilizzando le proprieta dei vettori:

a=a-ii+a-jj+ta-kk=ai +aj+ak

Le proprietadei vettori sopra esposte si possono allorariscrivere in questa rappresentazione:
moltiplicazione per uno scalare: qa=q(axi +a,j +ak)=qai +ga,j +qak

prodotto scalare: a - b = (aci +ayj +a k) - (bxi +byj+b, k) =aby+aby,+ab,[gli atri
termini sono nulli']

In particolare: a-a=a +a2+a’=|al>=a N.B. arappresenta una quantita scalare,
quindi non pud essere uguagliata ad un vettore a, per esempio.

prodotto vettoriale: per i versori degli assi coordinates ha: i x| =k; jxk=i;kxi=j.
Utilizzando queste relazioni si vede allora che:

ax b =(ab, - aby) i +(aby-ab,) |+ (aby - aby) k =

i ]k
a & &
bx by b,

=det guest'ultima € una rappresentazione formale dell'operazione

Coordinatecilindriche

Il generico punto P & identificato dal vettore x = OP che & rappresentabile dalla terna di numeri
(r,p,z)dover 0 eladistanzadall'origine della proiezione del punto P sul piano xAy, zéla

- N 1 - . . - A . -
coordinata lungo l'asse z e ¢ € I'angolo tra la proiezione di x sul piano xy con il semiasse x
positivo. Larelazione con le componenti cartesiane ortogonali & X =i rcosg +jrsing +zk

Coordinate sferiche

Il vettore OP & identificato anche dalla terna (r, ¢, 9) conr 0. r rappresentain questo caso la
distanza di P dall'origine.

X = @:ircos(psin&ﬂ rsing sind + Kk r cos ¢
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Esempi

1. Vettore posizione

Per definire la posizione di un oggetto puntiforme occorre un osservatore O dotato di un
sistema di riferimento spaziale e temporale. Sia questo unaterna di assi ortogonali ed un orolo-
gio. La posizione dell' oggetto ad un istante temporale fissato € allora determinata dal vet-

toreOA = x. X dipende da O ed |x| € ladistanzatraO ed A.

2. Vettore spostamento

L'oggetto s muova ora da A a B. Il vettore AB = a rappresenta |o spostamento dell'oggetto
(non necessariamente la traiettoria seguita). a e indipendente dal sistema di riferimento scelto.
Nel sistemadi riferimento O, lanuova posizione dell'oggetto e datadax; =x + a

Il cinematica

Il 1. moto rettilineo (grandezze scalari)

Velocita istantanea: v(t) :IimAHOi—’t‘ con Ax =Xx(t + At) — x(t)) (spostamento) e At O.
X(t) e la posizione, nel sistema di riferimento scelto lungo I'asse del moto, del punto materiale
al'istante di tempot. Nel Sistema Sl lavelocitasi esprimein <.

Velocita media nell'intervallo At:  <v> :%

Significato geometrico: s parte dallalegge orariax = x(t)

X A \ A
O(t)/ legge )
AX oraria Av
<v> <a>
> , ,
A t
T t+At tlt T+At t2 t

e s osservachev(t) = %z tg &(t) con J(t) angolo che latangente allalegge oraria forma con

I'orizzontale. Si nota che dx e dt sono differenziali esatti (infinitessmi) mentre Ax e At sono
quantita finite.
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Accelerazione istantanea: a(t) = IlmAHOA" = ‘;'l—‘t’ = % [m/S] variazione di velocita
istantanea
Accelerazione media: <a>= &Y con Av = v(t + At)-v(t) variazione media della velocita

At
inunintervallo di tempo finito At

Invertendo le relazioni precedenti si puo scrivere, tenendo amente il significato di integrale:

Vi) = v(ty) + ftfa(t)dt XM = x(t) +ftI2v(t)clt [11.1]

esempi
®m esempio numerico

Un punto materiale abbia una legge del moto datada: x =52 + 150t - 32 t? + 2 t. Con riferi-
mento ai grafici qui sotto, la velocita media tra gli istanti di tempo 6 e .6 € rappresentata dalla

unitadi dlstanza] —
unitadi tempo

pendenza del segmento AC rispetto dl'orizzontale: < v >ac =220 = 187 [

unitadi distanza

tg dac. Similmente <v >ag= 66.1 [unitéditempo

|imB_>A% = 114 [unita di velocitd]

]. La velocita istantanea in A, v(ty) =

X posizione, u.a
400 -

300 -

200

100 - A

- ttempo, u.a.
10

velocitd, u.a
150

100 |
50}

t tempo, u.a

2

m moto rettilineo uniforme

V =Vp = costante; quindi %: 0 l'accelerazione del punto materialeeénullac a=0
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leggeoraria: Xx(t) =xo+ Vot ;:
= moto rettilineo uniformemente accelerato
a=ay = costante; dalle[ll.1] s ha v(t) = v(ty) +f0ta(u)alu =Vvop+at, essendovylaveloc-
itainiziale al tempot = 0. Con una ulteriore integrazione si ottiene lalegge oraria:
X(t) = Xo +f0tv(q)dq: Xo + Vo t +380t 2 [11.2]

con Xg laposizioneiniziale lungo I'asse del moto.

A volte & utile avere unarelazione trav e x: dalladefinizionedi a= &= =Ly g ottiene
adx =v dv ovvero, integrando

[adx= 3\

nel caso di moto uniformemente accelerato, essando a = gy = costante: ag AX = %(vfz-vi 2) con
v ev; velocitafinale ed iniziae, rispettivamente.

Il 2. moto nel piano

Le osservahili fisiche introdotte (posizione, spostamento, velocita, accelerazione) assumono
carattere vettoriale e s ottengono quindi generalizzando i concetti esposti prima.

coordinata y, u.a
400 -
300 traiettoria

Out[33]= 200 +

100 +

| I . L L coordinata X, u.a.

0 2 4 6 8 10

In due dimensioni, la legge del moto in coordinate cartesiane € data dalla composizione dei
due moti lungo x ed y:

X(t) = x(t)i + y(t) ] quindi il vettore velocitae v(t) :%‘i +?j—’t’j =yl vy

Da questa definizione segue che il vettore velocita € sempre tangente alla traiettoria del punto
materiale. Infatti vy /vy = dy/dx che € l'inclinazione della retta tangente alla traiettoria. Il

d(r cos®) i

caso delle coordinate cilindriche e sferiche puo essere ridotto al caso cartesiano: v(t) ==

+ 2 4+ 7K eccetera
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esempi
= moto dei proiettili
Il moto dei corpi sotto I'influsso della gravitaterrestre € descritto (cfr. I11) daun vettore acceler-

azioneg = - gj diretto verso il basso. g vale in media 9.8 m s72. Se un corpo viene lanciato
dall'origine degli assi con velocita |vo| nella direzione che forma un angolo « rispetto ala
orizzontale

Vo
(0.4

O H X

>

S haa(t)=-gtj; v(t)=vo +f0tg(t')cﬂt' = Vo+0t =(vgcosa)i+(vpSina-gt)j dacui,
integrando una seconda voltarispetto at:

X(t) = (Votcosa) i+ (Votsina - 2gt%) |

Lamassimaaltezzaraggiuntasi haper vy(ts) =0 ovveropervosine -gtg =0 = tg= Vozina/
—_— i 2
BH =y(tg) = (Vo tg Sina - 39 tg?) = Wo:ga)

. o
Lagittata s ottiene imponendo chey(t) =0: = t=0e€ ta Z2Vosina _ oy . () = ¥ inza

g
massima per a = /4.

Il 3. rappresentazione del moto riferita alla traiettoria

v(t)
P
s()f Yn
A

Si introducono due versori tangenti (U (t)) e perpendicolari (u,, (1)) ala
traiettorias(t). s(t) €lalunghezzadel tratto di traiettoriadall* origine A al punto
Praggiuntoal'istantet . Si noti chei dueversori sono legati al punto Ped alla
traiettoriasin quel punto: variano nel tempo. |l vettorevelocitasi scrive:
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v(t) = v(t) ut (t) con v(t) = le—(tt)l = velocita(scalare) istantanea.
L " accelerazionesaradatada:
a(t) = SIVOTu () +v (1) Sue O],
Risultache %[ut (t)] e perpendicolare au; (t) poiche

Sue U ] = $[=0=2ug ® Fu ().

Questo appare anche geometricamente andando a considerare la differenzatrav (t + dt) e v(t)

inpitc duy =un () do= up(® %35 e dugfot = up (-2 = up (B v(t) / 1 ; daquesto s

ottiene
a(t) = SIVOIue O +v (1) Slue O] = SIVOIu O+ up V271

L'accelerazione istantanea e costituita da due termini: il primo e dovuto alla variazione del
modulo della velocita (accel erazione tangenziale), il secondo € dovuto alla variazione di direzi-
one del vettore velocita ed orientata verso I'interno della traiettoria (accel erazione centripeta).
Il vettorer rappesentail raggio di curvatura locale della traiettoria del punto materiale. Esso é
costante in modulo per i moti circolari.

moto di precessione
Un vettore A preceda attorno ad un asse con velocita angolare w.

inunintervalo infinitessimo dt lavariazionedi A, dA vale:

. iné d .
dA|=|Asingl do; | 9= 125D =] Aing w| = |w x A

dA
— = wxA [11.3]
dt

La derivata temporale di un vettore A che precede attorno ad un asse con velocita angolare w
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vale w x A. Questo risultato e generale nel senso che il vettore w pud essere dipendente dal
tempo.

Il dinamica

lIl 1. principio di inerzia

- particella libera: non e soggetta ad alcuna interazione con il resto dell'Uni -
VErso.

. osservatore inerziale: € dotato di un sistema di riferimento spazio-temporale
che misura velocita costanti per le particelle libere.

- Principio di Inerzia e prima legge di Newton: una particella libera s muove con velocita
costante

- Il concetto di osservatore inerziale € ideale: s possono pero avere sistemi di riferimento

inerziali in zone limitate dello spazio. Esempio: un riferimento solidale al suolo é inerziale per
una pietra che cade nelle sue vicinanze.

lll 2. massa inerziale
Siano due particelle libere viste dal medesimo osservatore O. Le due particelle (1) e (2) s

avvicinano tra loro ed entrano quindi in una zona in cui interagiscono tra loro. L'interazione
sara vista da O come un cambiamento del moto delle due particelle. E' plausibile che dopo un
certo tempo le particelle arrivino in una zona di spazio in cui l'interazione sia di nuovo nulla.
Le velocita delle due particelle saranno di nuovo vettori costanti. La situazione é la seguente:

—
v, |
I
particelle zona di particelle
libere interazione  libere

- variazione delle velocita dopo I'interazione:
Avy=V'1-Vy, AV, =V -V, [11.1]
Si osserva sperimentalmente che € sempre verificatalarelazione:
Av; =-K Av, [11.2]

con K positivo e sempre uguale per ogni coppia data di particelle. Sia ( 0 ) una particella di
riferimento che si fa interagire successivamente con tutte le atre particelle 1, 2, 3..... Dalla
[111.2] si ha, in esperimenti successivi:

Avp=-m Avy Avg=-mp Av,; ..... [111.3]

my, My, ... dipendono rispettivamentedalleparticellel,
. dallaparticelladi riferimento(0) esi dicono masseinerziali delleparticellel,



12 | abstract copia.nb

2, ...rispettivamente. Nel sistemaS| le masse s misuranoin kilogrammi —
massa. Da[lll .2] e[lll .3] s ha:

K:-% [111.4]

e quindi s puo predire il risultato di esperimenti tra particelle una volta note masse inerziai e
condizioni iniziali.

lll 3. quantita di moto di una particella
Definizione: p=myv vV e misuratadaun osservatore inerziae.

Riedizionede Principiodi Inerzia: per unaparticellaliberalaquantitadi moto e costante.
Conservazione della quantita di moto: 2 particelle interagiscano tra loro. La variazione di
quantita di moto di ciascuna particellavale:

Ap, =p'y-p1 =m(V'y—Vy); Ap,=p's-pPr =Mp(V'y — Vy) eddle[lll.2] e[lll.4] s
ottiene:

Ap, = - Ap, [111.5]
Nell'interazione le due particelle si scambiano quantita di moto. La[lll.5] pud anche scriversi:
Ap; + Ap,=0=A(p; + p,) [111.6]
ovVero
p, + p, = costante [11.7]

Per due particelle che interagiscono solo tra loro (cioé per due particelle isolate) la quantita
di moto totale del sistema p, + p, € un vettore costante durante il moto. La [l11.7] esprimeil

Principio di Conservazione della quantita di moto. Il fatto che la quantita di moto del sistema
sia costante significa che il vettore sommap, + p, rimane sempre quello misurato per esempio
al'istante iniziale anche se i due vettori p,; e p, cambiano durante il moto:

P2
P2 P1
P1+P2 0 P1+P2 P2
o, \g P1+P2 P14P2 ? .
P P1

N
Nel caso di N (N>1) particelle isolate mutuamente interagenti: 2. p; = costante
i=1

Il 4. 1l legge di Newton
Due particelle isolate interagiscano tra loro: vale alorala [I11.5]. La variazione di quantita di
moto siaavvenutain un intervallo di tempo At:

At At
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e passando al limite per At—0:

d d
Py = - P2 [111.8]
dt dt
Il rapporto dd%rapprwenta I'intensita della interazione sulla particella 1 causata dalla particella
2. Questo rapporto definisce laforza agente sulla particella 1 (11 legge di Newton):

Fo= 0 [11. 9]

Riscrivendo la[lll.8]: s ha
Fi=-F [111 .10]

che rappresenta il Principio di Azione e Reazione, o |11 legge di Newton. Dalla[ll1.9], aritroso,
S ottiene, nel caso in cui lamassa della particella sia costante:

_dp _d U
=4 = glmvl=m gv=ma [111.11]

Se la particella (1) interagisce simultaneamente con le particelle 2, 3, ... N, si possono definire
le forze agenti su (1) dovute all'interazione con le particelle 2, 3, ... N come Fy 5,F; 3,...F1\ €la

forzatotale
F:Zil\ilFl,i :mlal [|||12]

Si noti che Fy; e laforza agente su (1) a causa della sua interazione con la particellai indipen-

dentemente dalla presenza delle altre particelle. In atre parole, per le forze vale il Principio di
Sovrapposizione. La forza totale agente sulla particella (1) € la somma (vettoriae!) delle forze
Cui essa é sottoposta a causa della interazione con ciascuna altra particella. Le forze sono sem-
pre binarie.

Il 4. momento angolare

Data una particella di massam e velocitav il suo momento angolare (0 momento della quantita
di moto) rispetto al poloO édatoda L =r x p=r xmv dover eil vettore dal polo O ala
particella e p la quantita di moto della particella. L € un vettore perpendicolare a piano pas-
santeperpedr edénulloquandop || r. Il calcolo delladerivatatemporaledi L portaa

SL=(SN)xp +rx(Sp)=vxp+rxF =rxF [111.13]

Quest'ultima espressione definisce il momento dellaforza F. La %L = r x F costituisce una

ulteriore equazione del moto del sistema particolarmente utile, come si vedra, nella descrizione
dellerotazioni dei sistemi di piu particelle.

Un caso particolare della [I11.13] si ha quando é sempre verificato cher || F. In questo caso la
forza s dice centrale rispetto ad O ed O el centro dlelaforza. Le forze centrali conservano il

momento angolare (%L = 0). Leforze centrali giocano un ruolo fondamentale in Natura (forze
gravitazionali, el ettromagnetiche, nucleari sono di questo tipo).
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IV lavoro ed energia

IV 1. definizione di lavoro di una forza

Data una forza F s definisce il lavoro elementare compiuto dalla forza quando il punto di
applicazione si sposta di una quantita infinitesima dr il prodotto scalare dW = F - dr. Si noti
cheseF edr sono perpendicolari si ha che dW =0.

Se ora un punto materiale é soggetto ad unaforza F e si sposta lungo unatraiettoria S, il lavoro
dellaforzaF lungo latraiettoriae

W= [F-dr [IV.1]

essendo dr I'elemento infinitessimo di traiettoria S percorsa.

esempio
Forzacostantee F=Fo=Fg]j

W =Fq - [dr=Fq- (s -ra) = Fo (Y& -ya)

IV 2. energia cinetica

Definizione: E= %m v? energia cinetica di una particella di massa m e velocita V.
[1V.2]
Teoremadell'energia cinetica:

W= [Fdr = [m2v.dr=[mv-dv=3mVviB) —im V(A = Efinde) - Eginizide)
[1V.3]

Il lavoro di una forza applicata ad un punto materiale di massa m lungo una traiettoria vale la
variazione totale di energia cinetica. Esso € indipendente dalla traiettoria e dipende solo dalle
energie cineticheiniziali efinali del punto materiale.

IV 3. forze conservative

Si consideri unaforza definitain uno spazio semplicemente connesso ed in generale dipendente
dalla posizione, F(r). Tale forza sia applicata ad un punto materiale di massa m. Se per ogni
coppiadi punti A e B dello spazio in questione il lavoro di F & sempre lo stesso per qualsiasi
traiettoria che li unisca, allora esiste unafunzione scalare U(r) tale che
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W = (fzF(r)-dr) = U(A) - UB) = U(rp) -U (rp) [1V.4]

U viene detta energia potenziale della massa m associata alla forza F. Essa sara definita per
ogni punto r del dominio.

S4

Definizione alter nativa: unaforza F(r) s dice conservativa quando l'integrale di circuitazione

§ F(r)-dr per qualsiasi percorso chiuso risulti identicamente nullo: in tal caso € possibile
definire unafunzione scalare U(r) detta energia potenziale tale che valgala[lV.4].

Relazione tra forza ed energia potenziale: data una forza conservativa € possibile quindi
definire U(r) tale che dU = - F(r)-dr . D'dltra parte, supponendo di usare coordinate cartesiane
ortogonali:

du = ;-XU dx + (%U dy+ (%U dz=VU -dr =-F(r)dr = F(r)=-VU + cost. [IV.5]
dove s eintrodotto I'operatore differenziale gradiente definito come:

—_ 0 4: 0 d
V=i=+4 a_y"'k& [1V.6]
Questo operatore, applicato allafunzione U, generail vettore VU = i 22 4] %+k 22 che, moltipli-

cato scalarmente per lo spostamento infinitesimo dr = dx i + dy j + dz k , da luogo alla terza
espressione della[lV.5].

esempi
1. Forzapeso: F=-mgj (forzadirettaversoil basso, j diretto verso I'alto). Dalla[lIV.6] s
ha VU = %: -jF,=mgj dacui U(y)=mgy + costante

2. Forza elastica (in 1 dimensione): F = - k x, dove x rappresenta |o spostamento dalla posiz-

ionedi equilibrio. Dalle[IV.5] s ottiene k x = ‘(’j—;’; ovvero U(x) = %k X2 + costante.

IV 4. teorema di conservazione dell'energia meccanica

Una particella di massa m sia soggetta a forze conservative Fc ed a forze non conservative
Fnc. La particella percorra una traiettoria trai punti A e B. Il lavoro delle forze applicate vale
(cfr.[IV.3] e[IV.4])

Wi = [gFe (Ndr + [mFnc () -dr = E(B) - E(A) = U(A) - U(B) + fr5Fnc (n)-dr
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Ponendo f@FNC (r)y-dr :W@NC e separando i termini in A daquelli in B:

U(A) + E(A) = U(B) + Ex(B) + W5 [Iv.7]

La quantita U + E, definisce la energia meccanica del sistema e la [IV.7], in presenza delle

sole forze conservative, costituisce I'enunciato del teorema di conservazione dell'energia
meccanica. Nel caso generale la [IV.7] indica che I'energia meccanica varia in presenza di
forze non conservative.

IV 4. curve di energia potenziale
Una particella s muova in una dimensione soggetta ad una forza conservativa di potenziale

U(x):

] J

tot

Xy Xp X3 X »
La sua energia meccanica totale sia ;. Latraiettoria della particella sara limitata all'intervallo
(X1, X2). Il resto dell'asse x non e accessibile a meno di non fornire ulteriore energia totale al
sistema. Per esempio, fornendo una ulteriore quantita di energia AE € possibile far raggiungere
alla particella la posizione x3. La particella € cosi in grado di superare il massimo dell'energia
potenziale U trax, e Xs.

IV 5. posizioni di equilibrio
Con riferimento al medesimo potenziale della figura precedente, si considerino gli estremi del
potenzialein X4, X5 € Xg:

Xy >(5 x6 X >

Dalla definizione di  potenziae [IV.5] s vede che negli estremi la forza applicata € nulla. Gli
estremi sono quindi posizioni di equilibrio per il sistema. Inoltre, per x4 ed Xg la forza é con-
corde con |'asse x alasinistra ed opposta alla destra dell'estremo. Viceversa, per xs, laforzaé
concorde con I'asse x a destra ed opposta alla sinistra. Nel primo caso abbiamo quindi in x4 ed
Xg Un equilibrio stabile, poiche ogni spostamento del punto materiale dalla posizione di equi-
librio da luogo ad una forza che tende a riportarlo verso I'estremo. Per x5 uno spostamento
dalla posizione di equilibrio provoca invece forze che tendono ad allontanare ulteriormente il
punto materiale: in questo caso I'equilibrio e detto instabile.
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V sistemi di particelle

V 1. centro di massa
Siano date N particellei =1, 2, ....N di masse my, posizioni X; evelocitav;:

Un punto rappresentativo dell'insieme di punti materiali considerati € il centro di massa: se ad
un certo istante di tempo le posizioni e velocita sono rappresentate dagi insiemi {r; } e{vi}, la
posizione del centro di massa e definita al medesimo istante come
Siamory
Nom = VR
2i-1Mm

che puo anche interpretarsi come

N
rCM=Z{ m )ri (V. 2]

2 m
ovvero media pesata secondo |le masse delle posizioni di ciascuna particella del sistema.

Quantita di moto del sistema: é definita come somma (vettoriale) delle quantita di moto delle
singole particelle:

P=%lp = XiLim v [V.3]

Derivando la[V.1] rispetto a tempo si definisce lavelocita del centro di massa:
Vom =03 q (ZiNlm )Vi = ﬁ YiLam v [V.4]

con M = Zﬂlm massatotale del sistema. Dalle[V.3] e[V.4] s ottiene
P=M vcum [V5]

La[V.5] mostra che la quantita di moto dell'intero sistema vale il prodotto della massa totale
per la velocita del centro di massa. Si associa quindi il significato di quantita di moto del
centro di massa alla quantita di moto totale del sistema.

Sistemi isolati: se il sistema di N particelle € isolato, allora si conserva la quantita di moto
totale: la[V.5] dice dlorachelavelocitadel CM é costante:

Il centro di massa di un sistema isolato si muove con velocita costante in qualsiasi sistema di
riferimento inerziale.
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V 2. dinamica dei sistemi di particelle
Si consideri un sistema S di particelle: S= S |J S cogtituito da due sottoinsiemi S eS’. SeS e
isolato alloraPs = Pg + Py» = costante. Derivando rispetto al tempo
% Ps= % Py + %PS” =0 owvero
% Psf = -%Psﬂ [V6]

La variazione della quantita di moto di S avviene a spese di quelladi S’. Si definisce quindi
forza agente sul sottoinsieme S’ la quantita

Fs= S Ps . [V.7]

La [V.6] diviene quindi lalegge di azione e reazione per i sistemi S e S’. Da questa definiz-
ione si ottiene anche:

F=2P=2(Mvew) =M acy [V.8]

Il centro di massa del sistema s muove come una particella di massa pari alla massa totale del
sistema e soggetta alla forza agente sul sistema di particelle. La[V.8] rappresentalall legge di
Newton per un sistema di particelle. Questa equazione, tuttavia, va ulteriormente precisata
secondo le seguenti modalita. 11 moto della i-esima particella € determinato dalle forze che

agiscono su di essa. Queste possono suddividersi in forze esterne Fie"t e forze interne dovute

dl'interazione con le altre N-1 particelle: F}”‘zz Fi; . Lalegge del moto per lai-esima parti-
j#i

cellas scrivedlora

% P =FX+ 2. Fij dacui, sommando su tutte le particelle, per la[V.3], la[lll.10] ela[V.8]
j#
S ha:

% P =35 % P = SR +Zi’\i1j§i Fij = S F7'=M acw

ovvero, ponendo R = YN, FX |
R= M acy [V.9]
i) il moto del centro di massa & determinato dallarisultatnte delle forze esterne R = Y)Y, FP

ii) la forza esterna applicata a saistema e la somma vettoriale di tutte le forze esterne applicate
aciascuna particelladel sistema.

iii) leforze interne trale particelle non determinano in alcun modo il moto del centro di massa
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V 3. momento angolare nei sistemi di particelle

Dato un sistema di N particelle il momento angolare della i-esima particella rispetto a polo O
& Li=rixp;=rixmy;.

Se alla particella i sono applicate le forze interne F; ; e la forza esterna F | vale l'equazione
del momento angolare per laparticellai-esima

L= x(FieXt+.§Fi,j): rx FU o+ x ;Fi,,— [V.8]
J#F J#i

Si ipotizza ora che le forze interne F; je F;;siano non solamente parallele cosi come prescritto
dallalll legge di Newton ma anche dirette lungo la congiungente trale due particelle:

Sl I NO
AN
/ ;Fjﬁi.\

Sommando le[V.8] sututte le N particelle:

S SLi=SL=N i xF A XEF”
J#FI

I1 secondo termine dell'ultima somma puo essere organizzato a coppie di termini
r x Fi,j +rjx Fj,i = Ix Fi,j —ryx Fi,j = (I’i —I’j)X Fi,j

L'ultimo termine € un prodotto vettoriale tra vettori paraleli che darisultato nullo. Si conclude
quindi che

gb = i xF =R = [V.9]

La variazione di momento angolare di un sistema di particelle & determinata dal momento
delle sole forze esterne.

In particolare, se il sistema € isolato si ha che % L =0 e s haconservazione del momento
angolare.
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V 4 sistema di riferimento del centro di massa
Se poniamo un osservatore O’ nel centro di massa di un sistema di N particelle, questo

osserveraleposizioni r{ = ri -rcy elevelocita vi = v; -vey 1 = 1,...N. Utilizzando le
definizioni precedenti [V.1], [V.4] sl hache (verificare per esercizio)
rem=0; vem =0, agy=0; pgy=0; [V.10]

Si noti chein generaleil sistemadi riferimento del centro di massanon e inerziale.

V 5 momento angolare nel sistema di riferimento del centro di massa
L= SNL o= Sinxp = I rnxmy=
=S {(r] +rom ) x m( V] +vew)}
=Ya{r{ x My V{ +1{ x MVey - Tom x MV] + oy x M Vow}
=L -Mrgy xVem - M rrem x Ve + M rem x Vew
=L"+Lcm
L=Lcuw+ L' [Iteoremadi Konig]

II momento angolare totale L di un sistema di N particelle (in un sistema di riferimento iner-

ziale) pud scriversi come la somma vettoriale del momento angolare totale L’ riferito al
sistema del centro di massa (momento angolare intrinseco) e del momento angolare del centro
di massa L ¢ dovuto al moto del centro di massa.

V 5. evoluzione temporale del momento angolare nel sistema di
riferimento del centro di massa

Si esprime qui il momento delle forze esterne al sistema di particelle in funzione delle coordi-
nate nel sistemadi riferimento del centro di massa:

0 = S nx FPO= S Hrew) x FYO=
=Y 0 < FE BN rov x FP=
The + TomxFog [V.11]
Viceversa, dal | teoremadi Konig, derivando rispetto al tempo
%L/ = %L - %LCM = %L - %(M fcm X Vem ) =
= %L -I'em X M%VCM = %L - I'em X F%’[
che, sostituitanella[V.11] portaala ¢ = 74, + SL - 2L’ owvero, dalla[V.9]
; — dy
Toa = <L [V.12]

Per il sistema di riferimento del centro di massa, che in generale non € inerziale, vale lo stesso
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I'equazione di evoluzione del momento angolare valida per tutti i sistemi inerziali.

V 6. energiacinetica di un sistema di particelle
Eior = Zita Bii = 52ma m VY
Considerando orail sistemadi riferimento del centro di massa: v; = vew + V| e sostituendo

Vi2 = V-V, =(VCM +Vi,) : (VCM+Vi,)

Extot =3 2ie1 M (V& +2Voum V] +v{2) = 2 M V3y + Vo -SiL, mv) + 2 M v
Orail secondo termine & nullo perché Y\, mv! = M vi,, =0 equindi
Extot = Exem + Biror [V.13]

L'energia cinetica di un sistema di particelle vale la somma dell'energia cinetica del centro di
massa Ex o (energia cinetica traslazionale) e dell'energia cinetica delle particelle calcolata

nel sistema di riferimento del centro di massa, E; o (energia cinetica interna).

Questo eil secondo teoremadi Konig.

V 7. urti tradue particelle

Due particelle 1 e 2 iniziamente isolate si urtino traloro. Si suppone che la durata dell'urto sia
breve rispetto alladinamica delle particelle. Si distinguono due modalitadi urto:

1- urti anelastici. Vale la conservazione del momento angolare :
Piotge = P11 Py =P1+P5 = Piyge | VELOri primati i riferiscono a subito dopo |'urto, quelli
non primati a subito prima. Si tratta di tre equazioni nelle componenti dei quattro vettori.

2- urti elastici. Oltre alla conservazione del momento angolare, viene conservata anche
I'energia cinetica
Ex totde = Ex,1 + Ex 2 = By + By s = By qme S @dgiunge ciog, dal punto di vista algebrico, una
ulteriore equazione scalare.

V 8. impulso di unaforza

Per una forza F(t), dipendente dal tempo e diversa da zero solo in un intervallo At, agente su
unaparticelladi massam é utile introdurre I'impulso j dellaforza definito come

] éfAtF(t)dt: fm% pdt= fmdp = p(t+At) - p(t) = M ( Viinge~ Viniziae)

L e ultime due espressioni vanno sotto il nome di teorema del'impulso: I'impulso di una forza
uguaglia la variazione di quantita di moto della particella cui la forza e applicata.

| manieraduale s definisce il momento dell'impulso ed il relativo teorema:
N d
MZr x] = I «x fAtF(t) dt= fAt I x F(t) dt :fAt aLCﬂt = Lt dL = I—finale'l—iniziale
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VI oscillazioni

VI 1. moto armonico semplice

Una massa m sia sottoposta ad una forza f = - k x, ad esempio tramite una molla che viene
compressa od estesa. La variabile spaziale x rappresenta o spostamento della massa dalla
posizione di equilibrio, in cui laforzae nulla

L'equazione del moto ém X = — k x . Ponendo w? = k/m laforma canonica dell'equazione &

X + w?x=0 [VI.1]
Questa equazione, in generale, rappresenta un oscillatore armonico, il piu semplice sistema
oscillante. L'equazione e differenziadle lineare omogenea del secondo ordine. L'equazione
caratteristica @ a? + w?> =0 le cui soluzioni sono « = F iw . La soluzione dell'equazione del
moto & X(t) = A ¢! + B ¢! con A e B costanti da determinarsi.

Si puo dimostrare che questa forma e equivalente alla x(t) = A cos wt + B sin wt. Un'dtra
forma e A cos(wt +¢), dipendente dall'ampiezza A, frequenza angolare o pulsazione w e fase
¢. Le costanti (A, B oppure A, ¢) sono da determinarsi sulla base delle condizioni iniziali. Per
esempio s supponga che al'istante t = 0 la massa sia nella posizione xg con velocita nulla.
Specializzando x(t) e x(t) pert = Osi ha:

X0 = A; 0 = Bw; lasoluzionesaraquindi :
X(t) = X coswt [VI, 2]

Il periodo del moto oscillatorio & T = 2% e la frequenza del moto & v = 2= <. Il grafico d

sinistra rappresenta |'ampiezza (normalizzata al valore iniziale xg) in funzione del tempo per
una pulsazione w = 2r r/s. Nel grafico di destra, oltre alla ampiezza (in rosso) é riportato
I'andamento della derivata prima (in verde) e della derivata seconda (in blu). Si noti che

X = — w? X(t). w &anche detta frequenza natural e dell'oscillatore armonico.
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VI 2. oscillatore armonico smorzato

Se ad un oscillatore armonico del tipo descritto nel paragrafo precedente s applica una forza
esterna dissipativa proporzionale ala velocita istantanea (forza d'attrito viscoso, per esempio)

Fa=-2ym X, g ottiene per I'equazione di Newton:
mX = -2ymx-kx [VI.3]
ovvero, in forma canonica:
X +2y X+ wix =0
(equazione differenziale omogenea del secondo ordine)

I'equazione caratteristica e ora

?+2ya+wi=0

a1 = -y ¥i+/wd - ¥? lesoluzioni sono numeri compessi coniugati per wj > 2
Questo e il caso piu interessante poiché porta a soluzioni ancora di tipo oscillante con fre-

quenza angolare w = +/w§ - ¥? , ridotta rispetto alla frequenza naturale wy dell'oscillatore
armonico semplice.
X(t)=A et Cojw t + ¢] [V1.4]

Nellafigura sono riportati i grafici di x(t)/A infunzionedi t/w con diversi valori di y e ¢: y=.1,
0=0; y=.4, p=n/3; ; |0 spostamento di w con y non € qui apprezzabile.
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ﬁh&&ééw
AAk

L e oscillazioni sono smorzate e si riducono di un fattore 1/e dopo un tempo At = 1/y

VI 3. oscillatore armonico forzato
Un ultimo importante esempio di oscillazioni s verifica quando a sistema [VI.3] s applica
unaforzaesterna F(t) = F cojw t]
X = =2y X — w2 X + fo Cos[wt] [VI1.5]
con fo = F/m
v = b/(2m) bcoefficientedi attrito viscoso
wo = Vk/m frequenzanaturaledel sistema

La [VI.5] e una equazione differenziale lineare del secondo ordine con un termine noto
(indipendente cioe da x) fo Coslwt]. La sua soluzione generale € costituita dalla soluzione
dell'equazione omogenea associata [V1.3] pit una soluzione particolare della equazione com-
pleta. Quest'ultima rappresenta la soluzione a regime poiché la soluzione della equazione
omogenea e del tipo [V1.4] cioe destinato a smorzarsi dopo un certo intervallo di tempo. Una
soluzione della[VI1.5] & del tipo

X[t] =A Sinfwt - ¢] [VI1.6]
dove I'ampiezza A e lafase iniziale ¢ sono da determinarsi. Questo si puo fare sostituendo la
[V1.6] ele sue derivate nella[V1.5] ottenendo, dopo un po' di algebra:

Cogt w] (—fo +A W Sinf¢] + 2A vy w Cos¢] — A Sin[¢] a)cz,) +

+A Sin[tw] (2 y w Sinfe] - w? Coslg] + Cosly] w§) = 0 [VI.7]

Affinche la[VI1.6] sia soluzione della[V1.5] occorre che la[VI1.7] siaidenticamente nulla per
ogni valore di t. Questo significa che i coefficienti delle funzioni Cog[t w] e Sin[t w] siano
identicamente nulli. Dalla secondo delle [V1.7] s ottiene I'espressione dellafase:

w? - w3

Tan[p] = > v

ovvero

Cos[¢] = ————; Sin[e] = —) [VI.8]

w?-uf 2 w2 -u§ 2
1+

1+ 2 yw 2 yw

edallaprimadelle[VI.7] s ottiene I'ampiezza, dopo aver sostituito le[V1.§]
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f f
A = 0 = 0 V1.9

2y w Cos¢] + Sinfp] (w? - ‘U%)
492 W? + (w?

_ wg))z

In figura é riportato I'andamento di A in funzione della frequenza di eccitazione w della forza
esterna F per diversi valori dello smorzamento y (y = 5, 10, 20). A regime il sistema oscilla con
frequenza w costante nel tempo ma l'ampiezza delle oscillazioni dipende dalla frequenza natu-
rale wp del sistema mostrando un aumento dell'ampiezza quando w  wg. Il massimo vale
fol2y w (cfr.[VI .9]) elaforza éin fase con le oscillazioni del sistema (¢ = 0). Si ha cioe un
effetto di risonanza.
A/F
0.0010 ;

0.0008 |
0.0006 |
0.0004
0.0002

“\wwww‘w““““ﬁw/wo
0.0 0.5 10 15 20

VI 4. pendolo semplice

m approccio dinamico

Utilizzando il sistema di riferimento locale { u;,un} (S noti che utilizzando 6 crescente verso
sinistra, anche u; deve essere congruente) si ha:

mg+T =ma
{a:—utLé+ %un

(il doppio punto sopra @ indica derivata seconda rispetto al tempo) e scomponendo i vettori:
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mgcos[d] - T = m%

{ m g sir@] = —-ma
a=-L6
v=L§6

: [VI.10]

per piccole oscillazioni << 1= sin[f] ~ 6; cogd] ~1-6% le[VI.10] diventanom g6 = -
L6

.2
{mg(l— 0°) - T =mL @

) X utilizzando come condizioni iniziali 6[0] = 6y, 6(0) = 0 S
go=-L4

ha
0(t) =6 coslwt]
{ o) = -6 wsin[wt ]
T = mg(1 - Go°coswt |?) + mLb* w? sinfwt |
conw =4/ g/L

m conservazione dell'energia

Utilizzando la conservazione dell'energia (le forze esterne sono conservative) si puo ottenere la
legge del moto manon le espressioni esplicite delle forze.

102 et =
smve+m gh=cost=C
.2
smL26+mgL (1-codd]) =C derivando rispetto al tempo:

mL269+mgLsinf] =0 = 6+2sin6] =0 dacuiI'equazione del moto, come sopra.

VI 5. pendolo composto

| slail momento di inerzia del corpo rispetto a polo O perpendicolare a foglio, dove si svolge
il moto. CM eil centro di massaed L eladistanzatrail polo ed il centro di massa.
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l6=-mgLsin6 = é+m|—gL 6=0 (piccole oscillazioni)

la pulsazione del moto & w =4/ ml—gL ; introducendo il raggio giratorep =V 1/m = w = / % .

In modo analogo s arriva al medesimo risultato utilizzando la conservazione dell'energia
come nel caso puntiforme.

i)

VIl corpo rigido

Tutti i punti di un corpo rigido mantengono distanze mutue costanti nel tempo. Questo fa s che
laposizione (e quindi il moto) di un corpo rigido siano determinati da 6 variabili indipendenti.

VII.1 centro di massa di un corpo rigido

Densita puntuale: o(x) = d’;’\(/x) con dV elemento di volume del corpo. Estendendo la[V.1]

ad un corpo continuo:

massa del cor po: M= fedv;
[VII.1]
vettore posizione del centro di massa: rem= Mi fvr odv,
[VII.2]

VIIl.2 rotazione attorno ad un asse fisso

0] o

Ciascun elemento di massa dm = p dV percorre orbite circolari attorno all'asse fisso con la
medesima velocita angolare w. Laterna di assi {uy,uy,u;} € unaternalocale rotante attorno al
versore U, ed ha uy nella direzione della perpendicolare all'asse passante per I'elemento di
volume considerato. Solo u, € comune a ciascun elemento di volume ed é costante nel tempo,
gli altri due versori dipendono dar e ruotano con il corpo. L'espressione del momento ango-
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lare totale pud essere semplificata poiché w non dipende da r. Come s evince dalla figura a
destra,

L=[rxdp= [rxvdm=[rx(@xr)dm=[rxwrsnfuydm=ow [ xrsinguydm

Il vettore r x uy giace nel piano (u, Ux) ed e inclinato di 6 rispetto a quest'ultimo. || momento
angolare locale d L puo0 pertanto scriversi come somma delle sue componenti lungo uy e lungo
uy:

dL =|d L]|(cosduy+sin6uy,) [VIIL3]
Se |'asse di rotazione e di ssimmetria per il corpo rigido, alora due elementi di massa opposti

rispetto all'asse hanno momento angolare con componenti radiali, cioé nella direzione di uy,
opposte (cfr. dL e dL’ nella figura a sinistra) mentre le componenti assiali, dirette come w

valgono (r sing)’w dm, per cui
L=w [(rsm)’dm=w [dedV=wl [VI1.4]

essendo d la distanza del generico elemento di massa dm dall'asse di rotazione. L'integrae
j{,dzgdv definisce il momento di inerzia del corpo rispetto all'asse di rotazione. Si noti cheil

momento di inerzia dipende dalla distanza dall'asse di rotazione e quindi dipende dalla posiz-
ione dell'asse rispetto al corpo: assi di rotazione diversi hanno differenti momenti d'inerzia. In

generale per un asse a hon di ssimmetria la quantita w fvdz od\V rappresenta la componente
assidle del momento angolare, wfvdzgdv = La. Nei casiincui valgala[VIl.4], la[V.9] puo
essere cosl riscritta:

d —p d _

Analogamente |'energia cinetica del corpo rigido in rotazione attorno ad un asse fisso puo
esprimersi in termini del momento di inerzia:

Ex =3 v2dm=3 [ (wd)*dm= 71 o? [VI1.4]

dE,

_1 dw _ .
dt—2I2a) T o wT;

Potenza istantanea: P=

dEx=wtdt ; AE= [wrdt=[7d0

VIl.3 momento d'inerzia e momento angolare

Ingenerde. L =1 w conl matrice 3x 3 (tensore ssmmetrico): L; :Zleli,j wj dove |;; =
l;,. Il tensore puo sempre essere reso diagonale (solo gli elementi lungo la diagonale principale
sono non nulli) con una opportuna rotazione degli ass di riferimento. Gli assi cosi ottenuti
sono assi di ssimmetria per il corpo e vengono chiamati assi principali dinerzia. Lungo queste
direzioni L =1 w. Seinvece L non e parallelo aladirezione di rotazione w, cio vuol dire che L
precede attorno a w, quindi per la[VI1I1.3] esiste un momento applicato r 0. La situazione
analoga a quanto visto per la seconda legge di Newton e la relazione tra forza e velocita, come
evidenziato dai due schemi sotto:
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Quando F // v (t /l w) s ha una variazione del modulo di v (w) senza cambiamento nella
direzione, mentrequando F + v (r + w) dlorav (w) cambiano in direzione ma non in mod-
ulo. Se nel primo caso l'interpretazione € intuitiva, nel secondo l'interpretazione e piu compli-
cata, come appare dai due esempi che seguono.

m rotatore asimmetrico

i

Un manubrio costituito da una coppia di masse puntiformi m € libero di ruotare attorno ad un
asse rotante orizzontale . Esso e inclinato di un angolo 6 rispetto all'asse e le strutture che lo
sostengono sono tutte di massa trascurabile. || momento angolare del sistema, quando |'asse
ruota con velocita angolare wq

L=Li+Ly=ryxp;+r,xp, mari=-rpep;,=-p, >L;=L, >L=2L,

OralL non e parallelo ad wq quindi il vettore precede attorno all'asse di rotazione e si hadalla
[11.3]

S = wpx L =7 [VI1.5]

dal che s deduce che r € non nullo. Questo momento, rotante, € sviluppato dai supporti che
sostengono |'asse di rotazione del sistema e diviene nullo solo quando il sistema e perfetta-
mente equilibrato, ovvero L =0, cioe per 6 = n/2 e per 6 = 0.

= trottola

Wy

AL

19,
<V
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La trottola sia in rotazione attorno al suo asse principale, inclinato di 8 rispetto alla verticale,

con velocita angolare wq. All'istante iniziale il suo asse giaccia nel piano yz ed il suo momento
angolare rispetto ad O valga L. Laforza di gravita esercita un momentorp=mgdsin 6 uy,
sempre rispetto ad O. Vale la[VI11.5] con unavelocita angolare di precessione (2 diretta come z
tale che ) x L = 1. Pertanto:

Qlosnd=0lwysnd=mgdsng, = O =19 [VI1.6]

|U)0

La velocita di precessione della trottola risulta inversamente proporzionale alla velocita di
rotazione della trottola attorno al proprio asse ed al momento di inerza della trottola.

VIl.3 teorema di Huygens - Steiner

Si voglia calcolare il momento di inerzia I' del corpo per rotazioni attorno all'asse z', noto il
momento di inerzia | attorno all'asse z passante per il centro di massa O. Si consideri allora
unaternadi assi X', y' ez centrati in O' paralleli ordinatamente agli assi x, y e z passanti per il
centro di massa del corpo O. Il vettore a congiungente O' ad O sia perpendicolare agli assi z e
Z'. Si hadlora, dalladefinizione di momento di inerzia:

I'=[r2dm=fr'-rdm= f(@+n)-@+rdm=[a2dm+ [r2dm+2fa-rdm

Il primo integrale vale a® M , il secondo &1 ed il terzo & nullo per i seguenti motivi:
aed r sono vettori perpendicolari all'asse z (e Zz) per costruzione. Quindi a-r = ayry + ayry e

fa-rdm: axfrxclm+ ayfrydmz axM iy + ayMridy = 0
v v v

dove rg“gM e la componente x del vettore posizione del centro di massa del corpo, nel sistema
di riferimento del centro di massa, quindi identicamente nullo. Lo stesso vale per r%\,l.
Concludendo:

I'=1+M a? [VII,7]

Il momento di inerzia di un corpo rispetto ad un asse vale il momento di inerzia rispetto
all'asse parallelo per il centro di massa piu il prodotto della massa del corpo per la distanza al
guadrato tra gli assi.



abstract copia.nb | 31

VIl.4 lamine

Sia data una lamina piana, caratterizzata da una certa superficie £ e da una densita per unita di
areao taechelasuamassaM :fz"' d a essendo da l'elemento di areainfinitesma. Si ha

.= [[(r2 + rf)oda= [rioda+ [rioda=Ily+], [VI1.8]

dove Iy, 1y, |, rappresentano i momenti di inerzia rispetto ai tre assi. Questo teorema e comodo

quando e possibile sfruttare la simmetria del corpo piano lungo assi perpendicolari, ad esempio
un disco, un quadrato o un poligono piano.

VII.5 moto di rotolamento
\w

CM

C

Affinché un corpo cilindrico di raggio R rotoli su un piano, la velocita del punto di contatto in
C deve essere nulla. D'adltra parte la velocita periferica del disco e w R. Essa deve essere com-

pensata esattamente dalla velocita del centro di massa vgy. Quindi la condizione per il rotola-
mento &

WwR-vem =0 = wR = vem [V”g]

VII.6 statica
Condizioni per I'equilibrio per un corpo rigido:
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. R =2;F=0 = lostato di moto del centro di massa non cambia

.t = ) 1=0 = il momento angolare del corpo rimane costante

Se R=0 e =0 perunpoloO, aloratr =0 per ogni polo O'. Infatti

T = rix F=3ritroo) x Fi =1t +roox2iFi =7

VII.7 reazioni vincolari

e in assenzadi attrito, lareazione € perpendicolare alla superficie

e aste incernierate: due reazioni indipendenti

e aste incastrate: due reazioni indipendenti pit momento torcente di reazione
e appoggio con attrito: reazioneradente  u N (limite di scivolamento)

superficie liscia cerniera
N N
=
incastro superficie con
attrito
[— ;} N
T <uN

VIl termodinamica

VIIl.1 temperatura e principio zero

Lo studio di sistemi compless richiede I'introduzione di variabili macroscopiche capaci di
descriverne le proprieta medie. Occorre stabilire criteri di equilibrio dei sistemi che permet-

tano di confrontare sistemi diversi. Questo € il primo passo per lo studio dei sistemi
termodinamici.

equilibrio termico: due sistemi sono in equilibrio termico quando, una volta posti in contatto,
le loro proprieta macroscopiche non cambiano nel tempo.

principio zero: se due sistemi A e B sono ciascuno in equilibrio termico con un terzo sistema
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C, allorasonoin equilibrio termico tra loro.

temperatura: € una grandezza scalare che caratterizza i sistemi in equilibrio termico. Due
sistemi sono in equilibrio termico tra loro se e solo se le loro temperature hanno il medesimo
valore.

VIII.2 cenni di meccanica statistica: gas ideali
Lo studio dei sistemi gassosi in equilibrio € stato il primo, storicamente, ad essere sistematiz-
zato. Fin dal X1X secolo sono state trovate leggi empiriche riassunte nella

pvV=nRT [VII1.1]

p € lapressione del gas (forza per unita di superficie che il gas esercita sulle pareti del conteni-

hY

tore), V e il volume, n € il numero di moli del gas ( multipli di A molecole = 6.6

10®molecole/mole, A & il numero di Avogadro), R & la costante dei gas (=831 JK) e T la
temperaturain gradi Kelvin (K). Un modo alternativo di scriverela[VIlI.1] é

PV=nRT=nA ST=NKT,
con k = costante di Boltzman= 1.38 10"-23 JK
Queste leggi valgono con buona accuratezza per il seguente modello di gasideale:
1. Il gas e cogtituito da un gran numero di molecol e supposte tutte uguali.

2. Le molecole sono in moto casuale ed obbidiscono alle leggi di Newton.

3. Le molecole urtano elasticamente con le pareti del contenitore e tra loro. L'interazione e di
durata trascurabile.

4. 11 volume proprio delle molecole e trascurabile rispetto a volume del contenitore.

5. Le molecole possono considerarsi particelle libere, non soggetta ad alcuna forza se non
durante le collisioni.

calcolo cinetico della pressione di un gas ideale

La pressione di un gasideale in equilibrio si pud dedurre dalla velocita quadratica media delle
parcelle costituenti il gas stesso. Si consideri un cubo di lato L ed una molecola che compie un
tragitto che la porta a rimbalzare due volte contro due pareti opposte del cubo, ritornando
quindi alla posizione iniziae. Le collisioni con le pareti modificano solo la componente della
quantita di moto perpendicolare alla parete stessa da p, a p; = -pa. Un giro completo quindi
comporta una variazione di quantita di moto data da -4 p, e viene completato in un tempo dato
da2 L /v, essendo v, la componente di velocita della molecola perpendicolare ala parete. La
quantita di moto trasferita su una parete in un ciclo € 2 p, e laforza che la singola molecola
2PaVa _ MV3
2L L
delle singole particelle diviso per I'area del lato del contenitore, L2.

esercitasullaparete é F = . Lapressione totale sara data dalla somma dei contributi

1 wN ME_ moN L2 _ mMN<@> o _ 1 2
P= F i=1 La|_ inzlva,i— L3a =0 <Vz>= §Q <V > [V|||2]

poiché <V?>= < V2> +<V2>+< V2> essendo a, b, ¢ direzioni mutuamente perpendicolari.

o rappresenta la densita del gas (massa/volume). In gquesta derivazione s trascurano le colli-
sioni tramolecole. E' infatti sempre possibile trascurarle scegliendo volumi ideali dalle dimen-
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sioni minori (o molto minori) del libero cammino medio trale molecole (distanza media tra due
successive collisioni). Inoltre poiché le collisioni tra molecole sono elastiche, per ogni mole-
cola che subisce una variazione positiva di quantita di moto trale due pareti ve ne sara un'altra
che subisce una variazione opposta, non modificando quindi il risultato finale.

energia cinetica media di un gas ideale: equipartizione dell'energia
Utilizzando lalegge dei gasla[VIII.2] diviene

pV = %Q <V >V=NKkT; %T/—N<V2>V = NKT;

%m<\,2 o= ng: <E > = ng [VII.3]

L'energia cinetica media di una molecola in un gas ideale (monoatomico) in equilibrio alla
temperatura T vale %k T. In alternativa, I'energia cinetica media per molevale %RT.

Questo risultato pud estendersi al caso di molecole poli-atomiche, assegnando una energia
media per grado di liberta pari a %k T . In questo consiste il principio della equipartizione

dell'energia. Quindi per molecole biatomiche I'energia media per molecole %R T. Per un gas

ideale I'energia cinetica rappresenta I'unica forma di energia interna. Ne consegue che per
questi sistemi I'energia interna U € proporzional e alla temperatura assoluta del sistema, T.

lavoro di un gas

p| A

B i FAde o _
dL=Fds=zAds = pAds=

V>

p dVv

Le forze agenti sul gas sono non conservative. Lo si vede considerando una trasformazione di
un gastra A e B. Il lavoro fatto in una generica trasformazione che collega i due punti dipende
infatti dal cammino s=p(V)

VIIl.3 calore e primo principio

Definizione: il calore € I'energia scambiata tra un sistema e I'ambiente circostante a causa
delle diversa temperatura.

Convenzione: s consideri il calore fornito al sistema ed il lavoro fatto dal sistema come quan-
tita positive.

Il bilancio energetico di un sistema termodinamico lungo una trasformazione € allora descritto
dala

AU +L=0Q [VII.4]
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con AU variazione di energia interna, L lavoro fatto dal sistema e Q calore assorbito dal
sistema. Questo e il primo principio della termodinamica ed esprime la conservazione
dell'energia. La [VIII.4] si puo ulteriormente specificare introducendo la nozione di capacita

termicadi un corpo, C = dT , Che rappresenta la quantita di calore che deve essere assorbita per
incrementare di una unita la temperatura del corpo stesso. Di qui anche il calore specifico per

unitadi massac = ; S(T? , capacitatermicadi un corpo per unita di massa, ed il calore specifico
molare c = capacitatermicadi un corpo per mole. In quest'ultimo caso, applicato special-

dT :
mente ai gas, s distingue tra calore specifico a volume costante ¢, e calore specifico a pres-
sione costante cy,.

Se unamole di gas ideale subisce una trasformazione infinitessma a volume costante si ha per
il primo principio:

au_
dar

U=ncy T [VII.5]

dU +p dV =dQ, ma, poichedV =0, dividendo per dT, = cy ovvero, per piu moli:

e dalla [VI11.3] s hache oy = 3 R per i gas mono-atomici e cy= 3R per i gas bi-atomici.
L'energia interna di un corpo € data dal prodotto tra capacita termica a volume costante e
temperatura assoluta.

Se invece n moli di gas ideale sono sottoposte ad una trasformazione infinitesima a pressione
costante, dal primo principio [VII1.4], dallalegge del gas[VIIl.1] edala[VIII.5] s ricava

d d
Dips 2 pavsnRaT 5 ng- 2= SR ne R
[VII.6]

Utilizzando la[VI11.4] ela[VI1II.1] e possibile caratterizzare alcune trasformazioni notevoli sul
piano pressione -> volume (piano di Clapeyron).

Trasformazioni isoterme: la temperatura € costante, quindi p=nRT/V. Le isoterme sono
iperboli.

Trasformazioni isobar e: la pressione e costante, p = costante. L e isobare sono rette orizzontali.

Trasformazioni isocore: il volume durante la trasformazione é costante. Le isocore sono rette
verticali.

Trasformazioni adiabatiche: non viene scambiato calore durante la trasformazione. Utiliz-
zando il primo principio:

_pdV+Vdp

nc,dT + pdV = 0; pdV + Vdp = nRdT = dT =—+

pdVv + Vdp Gy G
nc\,T + pdVv =0; pdV(l + E) +EVdp = 0; cppdV + cyVdp = 0

dp

> = log[p] = - y log[V] + costante

_p_
cy V

pV” = costante, con y= z—s [VII.7]



36 | abstract copia.nb

Utilizzando la legge dei gas is ottengono |le forme alternative per I'equazione delle trasformazi-
oni adiabatiche: T V¥~1 = costante;  p*™” T? = costante;
Il grafico qui sotto riporta acune trasformazioni termodinamiche per una mole di gas ideale
monoatomico sul piano di Clapeyron. Le tre curve rosse sono, in ordine crescente, isoterme a
200, 300 e 400 K, lalinea @ unaisobaraa2 x 10° Pa, quella e unaisocoraa 1.60 x
10°m? elalineablu & la adiabatica per l'intersezione delle ultime tre curve.

Pressione, Pa

300000 -
250 oooé \
200000 £
150 oooé \
100000

50000 -

000 00l 002 003 004 o0os voumen

In generale le trasformazioni termodinamiche cadono in due grandi categorie:

trasformazioni reversibili: gli stati attraversati dal sistema lungo |a trasformazione sono stati
di equilibrio, stati cioé per i quali sono definite sempre tutte le variabilil termodinamiche del
sistema (esempio: temperatura, pressione, volume...). Da uno stato di equilibrio € sempre possi-
bile transire ad un altro stato di equilibrio attraverso variazioni infinitessme delle variabili di
stato. In questo modo e anche sempre possibile percorrere la trasformazione in senso inverso,
di qui il nome 'reversibile’ dato a queste trasformazioni.

trasformazioni irreversbili: trasformazioni in cui il sistema non € in equilibrio termodi-
namico. Alcune variabili termodinamiche non sono definite durante la trasformazione. Non
possono quindi essere rappresentati du piani quali quello di Clapeyron. E non € possibile
neanche definire un cammino aritroso per gli stati del sistema.

VIII.4 proprieta delle trasformazioni cicliche: ciclo di Carnot

A
p{ A

>
H KV

S consideri la trasformazione termodinamica sul piano di Clapeyron illustrata in figura. Si
tratta di una trasformazione ciclica che origina e termina per esempio in A compiendo un per-
corso chiuso. Stante le definizioni precedentemente date, in un ciclo della trasformazione non
vi e variazione dell'energia interna, AU = 0, quindi il primo principio recita che L = Q: il
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lavoro fatto dal sistema uguaglia il calore totale scambiato in un ciclo. D'atra parte il lavoro
fatto vale I'area conchiusa dalla trasformazione presa con segno positivo se la trasformazione €
percorsa in senso orario, negativo in caso contrario. Le trasformazioni cicliche sono utilizzate
per produrre lavoro: una figura di merito per queste trasformazioni € il rendimento n della
macchina termica che realizza la trasformazione, ovvero il rapporto tra lavoro fatto in un ciclo
e calore assorbito dalla macchina:

_ L _ QustQued_ q 4 Qo
peg= S Qe Qe [VIII.8]

dove Q = Qass + Qeeg € Stante le convenzioni di cui sopra, Qass > 0 € Qgeg <O.
Una macchina (teorical) che realizza un ciclo di particolare importanza e la macchina di Car-

not, costituita da un gas che transisce attraverso due isoterme e due adiabatiche, scambiando in
un ciclo calore con due sorgenti:

Pressione, Pa
350000 -

300000 -
250000 -
200000 -
150000

100000

50000 |

000 00l 002 003 004 005  ooe YOUme™

Nel grafico qui sopra le isoterme ( T = 200 e 400 K) sono in rosso, le adiabatiche (per V =
0.01 €0.02 m?®) in blu. Il ciclo di Carnot & dato dall'intersezione delle quattro curve, ABCD. Il
diagramma schematizza gli scambi di calore Q, e Q, delle due sorgenti aT, e T, conil gase
la produzione di lavoro L.

AB: Qug= Qu=las = [,°pdV = nRT.[,°%=nRTlogi; [VII.9
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CD: Qcp=Q,=nRT, Iog\\j—z [VIII.9b]
le trasformazioni adiabatiche portano a scrivere:

BC: TaVe" ' =TV’ ™t ;. DA: TVA 1= TyVp' ™t ; owvero

VC_VD VA_VD
Ve Vs T Ve Vo

e questo risultato, riportato nelle [V111.9] portaalle
Qas = -nRTa|09z—:; Qcp :nRTb|09x—:

S_ZE: - [VI11.10]

Questa espressione caratterizza il ciclo di Carnot e permette di riscrivere il rendimento della
macchinain termini delle temperature di lavoro:

Ty

Ncamot = 1 - T, [VII.11]

VIIL.5 secondo principio
Il secondo principio pone un limite alla trasformazioni possibili. Vi sono tre enunciati: i primi
due sono:

Enunciato di Lord Kelvin: non e possibile realizzare una trasformazione il cui unico risultato
sialatrasformazione di calore, estratto da una unica sorgnte, in lavoro.

Enunciato di Clausius: non € possibile realizzare una trasformazione il cui unico risultato sia
il passaggio di calore da una sorgente a temperatura minore ad una sorgente a temperatura
maggiore.

m equivalenzatrai due enunciati

a) Seevero Kelvin -> évero Clausius

Per assurdo: sia Kelvin falso: alora esiste una macchina che trasforma Q,= L completamente
in lavoro, prelevando calore alla temperatura T,. Una macchina di Carnot che funziona
al'inverso usa L per portare Q,assorbito dalla sorgente a T,. L'insieme delle due macchine
nega Clausius poiche nel ciclo combinato I'unico risultato € il trasporto di calore Quda una

sorgente fredda ad una calda.
T ? %
Q, Q, 2 %
: b m—
Qp Q, i i Qy

a >
Per assurdo: sia Clausius falso: allora una macchina assorbe Q, = Qp, da una sorgente a T, e la
trasferisce alla sorgente a temperatura superiore T,. La stessa quantita di calore viene assorbita

Tb

b) Se e vero Clausius -> e vero Kelvin
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da una macchina di Carnot che lavora tra le medesime temperature che produce lavoro L. Nel
ciclo composito delle due macchine viene prodotto lavoro da calore estratto da una sola sor-
gente, negando cosi I'enunciato di Kelvin.

VIII.6 teorema di Carnot

I rendimento di ogni macchina termica che opera tra due temperature non puo essere superi-
ore a quello della macchina di Carnot che opera tra le stesse temperature. Tutte le macchine
termiche reversibili (operanti tra le medesime temperature) hanno lo stesso rendimento della
macchina di Carnot.

Dimostrazione: per assurdo, si neghi I'enunciato. Allora esiste una macchina X che operatra T,
e Ty, con rendimento nx > nc maggiore di quello della macchina di Carnot C che operatrale
medesime temperature. Si considera allora un ciclo composto da un ciclo diretto di X che
produce lavoro Ly e un ciclo inverso di C che assorbe Ly e trasferisce calore dalla sorgente
fredda a quellacalda

Ta
b
Si ha, secondo le convenzioni: Q>0 Q<0 Q,< 0 Q>0
[l bilancio energetico dellasorgentea Tg inunciclo & -Qy-Q'y
Il bilancio energetico dellasorgentea Tp inunciclo € -Qa-Q',

ora Ly = Qa"'Qb:'Q'a'Q'b = Qa+Qla:'Qb'Q'b

Quest'ultima uguaglianza dice che le quantita di calore scambiate complessivamente tra le due
sorgenti in un ciclo sono uguali, come € ovvio. Mapoiché s e assunto nx > nc:

L L \ '
nX>nC:>Q_>;>_QX- :'_Qa>Qa:Qa+Qa<o

L'ipotes nx > nc implica pero cheil calore |Q, + Q' | viene trasferito alla sorgente ad alta
temperatura T, dalla sorgente piu fredda T, senza alcun altra variazione nel sistema. Questo
contraddice il secondo principio (Clausius). Quindi e erratal'ipotes evale

nx < 1c [VIII.12]

Poiche questo ragionamento puo essere svolto anche dl'inverso se X é reversibile
(considerando un ciclo inverso per X ed uno diretto per C) ottenendo 7%’ > nc , s conclude
che 7%’ =nc .
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VIII.7 scala termodinamica delle temperature
Il teorema di Carnot afferma quindi che il rendimento di ogni macchina reversibile dipende
solo dalle due temperature acui il calore € scambiato:

Q! _ Ty

Qa - Ta
Si puo definire allora una scala delle temperature ¢ a partire dai calori scambiati dalle macchine
reversibili:

n=1-

G _ 1Qpl

(96 Qa
Utilizzando come punto di calibrazione il punto triplo dell'acqua e fissando la temperatura
corrispondente ¢, = 273.16 K, si ottiene la scala delle temperature termodinamiche:

g _ 1Q] _ 1Ql
TS o = 0= g 27316K [VII1.13]

i cui valori coincidono cosi con quelli della scala Kelvin delle temperature assol ute.

VII1.8 teorema di Clausius
Data una trasformazione ciclica in cui n sorgenti a temperature T; (i = 1, ...n) scambiano

complessivamente le quantita di calore Q; in un ciclo, si ha che 3, — 0Oedil segno di
uguale vale se la trasformazione e reversibile.

To

Dimostrazione: si considerano n cicli di Carnot {1, ...n} che forniscono ale n sorgenti alle
temperature Ty,...T,, ordinatamente le medesime quantita di calore scambiate in un ciclo. Gli n
cicli di Carnot hanno la sorgente atemperatura T in comune con cui scambiano le quantita di
calore Q';, ..Q',, ordinatamente. Si conviene che Q';, > 0 e Q; < 0 se diretti come in

figura,secondo la convenzione del ciclo di Carnot.;

Per ciascuno di valela

-Q _ T -Q _ Q| -
Q—,i—T—O = T—ﬁ |—1,...

sommando su tutti i cicli S ottiene
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n (- 1 on 1
2is1 7 = 2= Q'

ma -Yi., Q'; rappresenta la quantita di calore estratto dalla sorgente a temperatura Ty . Essa

non puo essere positiva, altrimenti il ciclo complessivo costituito da 1 ciclo delle n macchine di
Carnot e daun ciclo dellamacchinain questione. Si deduce allora che

5P, Q' 0 equindi Y, 2 0 [VII1.14]

Se la macchina é reversibile si ottiene il medesimo risultato quando la macchina funziona
al'inverso quindi s deve concludere che il segno di uguaglianza vale se la macchina é
reversibile.

Il teorema di Clausius si applica anche a trasformazioni cicliche con una distribuzione continua
di sorgenti. In questo caso ala[VI11.14] s sostituisce la

P2 0 [VIII.15]

dove dQ rappresenta la quantita di calore infinitesimo scambiato con la sorgente ala tempera-
turaT.

VIII.9 proprieta delle trasformazioni reversibili cicliche: entropia

Per qualsiasi trasformazione ciclica vale la[VI111.15]. Se la trasformazione & anche reversibile,
indicati con A e B due stati distinti qualsiasi dellatrasformazione si ha

Il
g dQ _ BdQ, rAdQ _
$F = TH R T=0
A |
dovel ell sonoi duerami del percorso ciclico traA e B. Da questa relazione discende che

BdQ _ B dQ
T AT
cioe il fatto che per qualsias trasformazione reversibile che collega A a B l'integrale in ques-
tione non cambia. Questo significaanche che l'integrale
B cﬂQ
— = §B) - SA [VIII.16]
A T
lungo una qualsiasi trasfomazione reversibile dipende solo dalle coordinate degli estremi. Esso
definisce pertanto una nuova funzione di stato, I'entropia S che é definita dalla [VI11.16] a
meno di una costante additiva.

Si consideri ora una trasformazione ciclica costituita da due trasformazioni tra gli estremi A e
B, il primo (1) irreversibile ed il secondo (Il) reversibile. Si avra alora per il teorema di
Clausius:
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\B dQ _ (BdQ, (AdQ _ B dQ
, $F =T+, T <0 [, FT+S(A)-S(B)<0;
> S(B)- S(A)>deQ [VI11.17]

La variazione di entropia tra due stati distinti € sempre maggiore dell'integrale f @ che
connettei due stati lungo trasformazioni irreversibili.

In particolare, se si suppone il sistemain questione isolato, non sono possibili scambi di calore,
quindi dQ =0 e s hain questo caso

S(B) - S(A) >0 [VI11.18]

Questa espressione trova molteplici interpretazioni. Innanzitutto se un sistema e isolato, cioe
non scambia calore con I'esterno, in generale esso potra compiere solo trasformazioni spon-
tanee (e quindi irreversibili) verso uno stato finale di equilibrio. In questo cammino potra
transire solo attraverso stati ad entropia sempre maggiore. Quando avra raggiunto I'equilibrio il
sistema non evolve ulteriormente e la sua entropia raggiunge il valore massimo.

Un sistema isolato evolve verso stati ad entropia maggiore. Quando I'equilibrio e raggiunto
I'entropia e la massima possibile per il sistema.
= Interazione sistema - ambiente

Un sistema termodinamico S insieme all'ambiente A che lo circonda puo essere considerato un
sistemaisolato. Il sistemaS(J A evolveraquindi verso |o stato a massima entropia:

. P AS +S)) 0 = AS -AS [VII1.19]

E' possibile avere una diminuizione di entropia del sistema a spese dell'aumento di entropia
dell'ambiente con cui il sistema interagisce. Se le trasformazioni in gioco sono reversibili,
alloranon si haaumento di entropia.

VIII.10 formulazione generale del secondo principio in termini di entropia
In qualsiasi trasformazione termodinamica che evolva tra due stati di equilibrio, I'entropia
dell'insieme del sistema e dell'ambiente non puo diminuire.

m equivalenza con I'enunciato di Lord Kelvin

Per assurdo, si neghi I'enunciato di Kelvin. Allora si ottiene lavoro L da una unica sorgente a
temperatura T che cede una quantita di calore Q = L; in un ciclo AS;y, = O per definizione.
L'ambiente ( sorgente a temperatura T) cede Q quindi la sua variazione di entropiavale ASa=

- $ = ASgige- S avrebbe quindi un decremento di S5 Negando cosi 'enunciato.
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m equivalenza con I'enunciato di Clausius

Di nuovo, negando I'enunciato di Clausius e possibile realizzare una macchina ciclica che
estrae calore Q daT, < T, cedendolo ad una sorgente a temperatura T,. || motore é ciclico ela
sua variazione di entropia e nulla. L'ambiente subisce invece una variazione di entropia pari a

quella delle due sorgenti
Q Q ( 1 1 )
A = - — + —_— = —_— —_——
Sotale Tb Ta Q Ta Tb

che e negativa, il che negadi nuovo I'enunciato.



