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1 - Introduzione

In questo capitolo cerchiamo di dare un’idea sommaria del problema dei “fondamenti della matematica”, della “crisi” che l’ha generato e dei tentativi fatti per risolverlo. Questi tentativi hanno dato origine a varie “scuole” con un programma grandioso di fondazione della matematica. Atteggiamento comune era di “ridurre la matematica a...”, cioè a qualcosa di sicuro, di indiscutibile, che evitasse ogni forma di antinomia all’interno della matematica; a un fondamento sul quale far riposare la matematica mettendola al riparo da ogni contraddizione.

Questo atteggiamento “riduzionistico”, al di fuori della problematica dei fondamenti, era iniziato nella seconda metà dell’ottocento con l’esigenza di dare una sistemazione rigorosa all’analisi, esigenza che aveva portato alla “aritmetizzazione” dell’analisi con la costruzione, ad opera di Dedekind e di Cantor, dei numeri reali a partire, in ultima analisi, dai numeri naturali.

Le varie scuole, che fra poco descriveremo, furono sempre in violento contrasto fra di loro, ma nessuna raggiunse lo scopo che si prefiggeva.

Uno squarcio sulla situazione attuale è contenuto nel seguente brano di M. Borga (Il coinvolgimento della logica nel dibattito sui fondamenti della matematica, in Logica matematica e logica filosofica ,a cura di Evandro Agazzi, La Scuola Editrice, Brescia, 1990).

“Il problema dei fondamenti della matematica, il rapporto fra logica e fondamenti, e vorrei aggiungere la filosofia della matematica, appaiono in questi ultimi anni oggetto di revisione critica. Si è ormai preso atto dell’esaurimento dell’impostazione «riduzionistica» legata al filone classico di ricerche sui fondamenti, quello per intenderci che va da Frege a Gödel, e ci si interroga su quali possano essere gli sviluppi futuri. La problematica appare in evoluzione, e anche coloro che credono nei fondamenti della matematica non possono fare a meno di riconoscere in essa un certo grado di confusione e di andare alla ricerca di nuovi obiettivi
.”

2- Frege e le antinomie

Gottlob Frege (1848-1925) fu indubbiamente un grande logico. Uno storico della logica come Bochenski ha paragonato l’opera di Frege “Ideografia- Un linguaggio in formule del pensiero puro, a imitazione di quello aritmetico” del 1879 agli Analitici Primi di Aristotile. Scrive Bottazzini in Storia della matematica (Utet, Torino 1998), al capitolo XVII:

«Come gli Analitici primi, infatti, anche il lavoro di Frege contiene una quantità di idee originali, che distinguono nettamente la logica moderna da quella classica -in particolare la definizione di regole precise per l’uso dei quantificatori (Frege introduce un segno per quello universale, mentre rende quello esistenziale per mezzo del primo e del segno di negazione) e il concetto di «sistema formale» inteso come un sistema di assiomi con regole di derivazione.

Frege inoltre chiarisce in maniera netta la distinzione fra variabili e costanti, introduce il concetto di funzione logica per cui il contenuto di una proposizione, il «pensiero da essa espresso», viene distinto in funzione e argomento anziché secondo lo schema classico in soggetto e predicato e infine evidenzia sia la distinzione tra sintassi (procedura puramente di calcolo) e semantica (interpretazione dei segni) di una lingua simbolica sia la distinzione tra linguaggio e metalinguaggio, per usare la terminologia moderna.

Si tratta di idee radicalmente nuove rispetto alla tradizionale algebra della logica di ispirazione booleana, all’epoca coltivata e perfezionata da Schröder e in diverse occasioni Frege rivendicherà a buon diritto l’originalità e la superiorità della «ligua» simbolica da lui creata rispetto al calcolo delle classi di Boole».

Il programma di Frege, primo grande progetto fondazionale, è di “ridurre” la matematica alla logica, o, meglio, di ridurre l’aritmetica alla logica. La geometria, infatti restava fuori dal suo programma. Su di essa Frege aveva concezioni tradizionali come scrive in Logica e aritmetica (scritti raccolti a cura di C. Mangione, Boringhieri, Torino, 1965 pag. 461):

«Attribuisco il nome di assiomi a proposizioni che sono vere, ma che non vengono dimostrate perché la loro conoscenza scaturisce da una fonte conoscitiva di natura extralogica, che possiamo chiamare intuizione spaziale. Il fatto che gli assiomi sono veri ci assicura di per sé che essi non si contraddicono fra loro, e ciò non abbisogna di alcuna ulteriore dimostrazione».

Per dar corso al suo programma, Frege costruisce un linguaggio simbolico, piuttosto pesante, e assiomatizza la logica. Ecco qualche esempio tratto da Freguglia, La maturazione della nozione di logica matematica da Leibniz all'ottocento (in Agazzi, o.c. pag.60-63).

“Frege stabilisce innanzi tutto la nozione di giudizio che viene espressa «per mezzo del segno

	
	
	

	
	
	


posto a sinistra del segno o del complesso di segni che denotano il contenuto del giudizio stesso. Se si omette il piccolo tratto verticale all’estremo sinistro del tratto orizzontale, questa omissione trasformerà il giudizio in un puro e semplice collegamento rappresentativo del quale chi scrive non esprime se ne riconosca o meno la verità». Per esempio se
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esprime il giudizio: «poli magnetici di nome opposto si attraggono», allora
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rammenterà semplicemente al lettore la circostanza che i due poli magnetici di segno apposto si attraggono, indipendentemente dall’esattezza (o meglio dalla verità) di quamto viene detto, cioè se la legge fisica espressa è esatta o meno.

I connettivi sono:
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e i quantificatori:

Frege dà quindi un sistema di assiomi logici (per il calcolo enunciativo e 
poi per quello dei predicati con identità), e dà esplicitamente la regola di separazione (modus ponens) ed in pratica, implicitamente, anche la regola di sostituzione.

Ecco qualche esempio di assiomi proposti:
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«che afferma: “è escluso il caso in cui a viene negata, b affermata e a affermata”. Ciò risulta chiaro poiché a non può essere negata ed affermata nello stesso tempo. In altre parole, il giudizio Ax. 1 si può esprimere anche cosi:

“se vale una proposizione a, allora essa vale anche nel caso in cui valga uma proposizione b qualunque”».

Come si può constatare, l’aspetto semantico è in Frege contestuale a quello sintattico.
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Il modus ponens o regola di separazione, viene - come si diceva - esplicitamente così assegnata (Begriffsschrift, I, 6, pp. 7 - 10):

«[...] dai due giudizi:
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segue il nuovo giudizio:
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Questa regola è tale e non ha bisogno di mediazioni per essere giustificata, come d’altronde la regola di sostituzione».

Frege espose il suo programma di “riduzione” dell’aritmetica alla logica nel primo volume dei Grundgesetze der Arithmetik (Princìpi dell’aritmetica) pubblicato nel 1893. Egli utilizzava i concetti di elemento, classe, appartenenza ed i principi su cui Cantor basava la sua teoria degli insiemi, cioè

· Principio di astrazione: data una proprietà P, se di ogni oggetto x si può stabilire se x gode o no della proprietà P allora esiste l’insieme X degli elementi che godono della proprietà P.

· Principio di estensionalità: ogni insieme è completamente individuato dai suoi elementi.

· Principio di individualità: ogni insieme può essere elemento di un altro insieme.

Il numero naturale veniva definito come “classe di equivalenza di insiemi finiti equipotenti”.

L’opera di Frege passò quasi inosservata, come era già successo per le opere precedenti, tanto che Frege se ne era lamentato scrivendo, nel 1893,: “Scienziati impegnati in ricerche consimili, come Dedekind, Stolz, Helmoltz, ignorano i miei lavori; né Kronecker li cita nei suoi articoli sul concetto di numero”.

Frege trovò un lettore attento in Russell, tanto attento da scoprire nella assiomatica di Frege una contraddizione insanabile. Lasciamo la parola ai protagonisti (Queste pagine sono prese da Bellissima-Pagli, o.c. pag. l84-186).

«Caro collega,

Da un anno e mezzo sono venuto a conoscenza dei suoi Grundgesetze der Arithmetik, ma solo ora mi è stato possibile trovare il tempo per uno studio completo dell’opera come avevo intenzione di fare. Mi trovo completamente d’accordo con lei su tutti i punti essenziali, in modo particolare col suo rifiuto di ogni elemento psicologico nella logica e col fatto di attribuire un grande valore all’ideografia per quel che riguarda i fondamenti della matematica e della logica formale, che, per inciso, si distinguono difficilmente tra loro. Riguardo a molti problemi particolari trovo nella sua opera discussioni, distinzioni e definizioni che si cercano invano nelle opere di altri logici. Specialmente per quel che riguarda le funzioni (cap. 9 del suo Begriffsschrift), sono giunto per mio conto a concezioni identiche, perfino nei dettagli, C’è solo un punto in cui ho trovato una difficolta. Lei afferma (p. 17) che anche una funzione può comportarsi come l’elemento indeterminato. Questo è ciò che io credevo prima, ma ora tale opinione mi pare dubbia a causa della seguente contraddizione. Sia w il predicato «essere un predicato che non può predicarsi di se stesso». w può essere predicato di se stesso? Da ciascuna risposta segue l’opposto. Quindi dobbiamo concludere che w non è un predicato. Analogamente non esiste alcuna classe (concepita come totalita) formata da quelle classi che, pensate ognuna come totalità, non appartengono a se stesse. Concludo da questo che in certe situazioni una collezione definibile non costituisce una totalita.

Sto finendo un libro sui principi della matematica e in esso vorrei discutere la sua opera in tutti i dettagli.

Ho già i suoi libri o li acquisterò presto, ma Le sarei molto grato se mi potesse inviare gli estratti degli articoli usciti su riviste. Nel caso non sia possibile, comunque, potrò averli da una biblioteca. La trattazione rigorosa della logica nelle questioni fondamentali, dove i simboli non sono sufficienti, è rimasta molto indietro; nella sua opera ho trovato la migliore elaborazione del nostro tempo, e mi sono quindi permesso di esprimerle il mio profondo rispetto. Sono spiacente che Lei non abbia ancora pubblicato il secondo volume dei suoi Grundgesetze: spero tuttavia che ciò avvenga.

Molto rispettosamente suo

Bertrand Russell

(Ho scritto a Peano di questo fatto, ma non ho ancora ricevuto risposta.)»

Frege, che vide in tale antinomia il crollo del suo programma di riduzione della aritmetica alla logica, riduzione che passava attraverso un uso sistematico dell’«estensione» dei concetti, espresse in questo modo la sua desolazione:

«A uno scrittore di scienza ben poco può giungere più sgradito del fatto che, dopo aver completato un lavoro, venga scosso uno dei fondamenti della sua costruzione. Sono stato messo in questa situazione da una lettera del signor Bertrand Russell, quando la stampa di questo volume stava per essere finita. [...] Ma veniamo al fatto! Il signor Russell ha scoperto una contraddizione che ora esporrò.

Nessuno vorrà asserire, della classe degli uomini, che essa è un uomo. Abbiamo qui una classe che non appartiene a se stessa. Dico infatti che qualcosa appartiene a una classe se questo qualcosa cade sotto un concetto, la cui estensione è proprio la classe stessa. Fissiamo ora il concetto: classe che non appartiene a se stessa! L’estensione di questo concetto, ammesso che se ne possa parlare, è, per quanto detto, la classe delle classi che non appartengono a se stesse. Vogliamo chiamarla brevemente la classe K. Chiediamoci ora se questa classe K appartenga a se stessa! Supponiamo in primo luogo che essa appartenga a se stessa. Se qualcosa appartiene a una classe, cade sotto il concetto la cui estensione è la classe in esame, di conseguenza, se la nostra classe appartiene a se stessa, allora è una classe che non appartiene a se stessa. La nostra prima supposizione conduce quindi a una contraddizione. Supponiamo, in secondo luogo, che la nostra classe K non appartenga a se stessa: in questo caso essa cade sotto il concetto di cui essa stessa rappresenta l’estensione, quindi appartiene a se stessa: qui di nuovo abbiamo una contraddizione!»

La lettera di Russell è del 1902; la risposta di Frege, pubblicata in appendice al secondo volume dei Princìpi di aritmetica, è del 1903. Nello stesso anno Russell pubblica la sua antinomia nel volume The Principles of Mathematics. In quegli anni, forse sotto l’influenza dell’antinomia di Russell, c’è tutto un fiorire di antinomie. Ne riporto un elenco, prendendolo dal volume di E.W. Beth, I fondamenti logici della matematica (Feltrinelli, Milano 1963), il quale le illustra e le discute in un apposito capitolo. A questo proposito si possono anche consultare:

E. Agazzi, Introduzione ai problemi dell’assiomatica, Vita e Pensiero, Milano, 1961, pag 125-132.  

M. Borga-D. Palladino, Oltre il mito della crisi, La Scuola, Brescia, 1997, pag.69-77

(1) L’antinomia del mentitore, nota già nell’antichità.

(2) L’antinomia di Burali-Forti (1897) che aveva preoccupato Cantor a partire dal 1895.

(3) L’antinomia del massimo numero cardinale, trovata da Cantor nel 1899 e pubblicata nel 1932 con la sua corrispondenza.

(4) L’antinomia di Russell (1903), osservata indipendentemente e contemporaneamente anche da Zermelo.

 (5) L’antinomia di Richard (1905).

 (6) L’antinomia di Zermelo-König (1905).

(7) L’antinomia della denotazione (Russell, 1905).

(8) L’antinomia di Berry (pubblicata da Russell, 1906).

(9) L’antinomia di Grelling (Grelling-Nelson, 1908).

(10) La pretesa antinomia del risvegliatore (Russell, 1918).


(11) L’antinomia di Skolem (1923).
(12) L’antinomia dell'analisi (G. E. Moore, 1942).
§ 102. - Antinomia del mentitore.

Epimenide, il cretese, dice: “ Io mento”. Mente o dice la verità? Se mente, quanto dice non può essere vero e cioè egli dice la verità: se, d’altra parte, egli dice la verità, quanto dice deve essere vero e cioè egli mente. I due termini dell’alternativa si trovano dunque ad essere confutati.
Al fine di prevenire “soluzioni” troppo semplicistiche di questa antinomia è opportuno sostituire l’affermazione di Epimenide con un enunciato un po' piú esplicito. Consideriamo la frase seguente:

La frase in corsivo ehe si trora nel § 102 del libro di E. W. Beth intitolato “I fondamerti logici della matematica” e che comincia con le parole “La frase in corsivo” è falsa.

Se tale frase è vera essa dev’essere falsa e se è falsa allora essa dev’essere vera (cfr. § 64).

§ 103. - Antinomia di Grelling.

Diciamo che un aggettivo è eterologico se esso non conviene a se stesso; “freddo” e “francese” saranno allora eterologici, “italiano” e “polisillabo” invece non lo saranno. Chiediamoci se l’aggettivo “eterologico” è o no eterologico. Osserviarno di nuovo che nessuno dei termini dell’alternativa è sostenibile.

§ 104. - Antinomia di Berry.

Tale antinomia costituisce una istruttiva ed ingegnosa semplificazione della antinomia di Richard. Supponiamo dato un vocabolario sufficientemente esteso della lingua italiana. Tale vocabolario non conterrà che un numero finito di parole. Consideriamo le frasi componibili mediante, al massimo, cinquanta parole contenute nel vocabolario. Il numero di queste frasi sarà finito. Effettuiamo una scelta in modo da costituire una collezione completa C delle frasi del tipo considerato che definiscono un numero naturale.

Questa collezione C sarà, a maggior ragione, finita e cosí pure finita sarà la collezione N dei numeri naturali definibili mediante una frase di C. Esistono dunque numeri naturali che non appartengono alla collezione N e che, di conseguenza, non sono definibili mediante una frase di C. Tra questi numeri naturali ve ne sarà uno piú piccolo di tutti gli altri e che verrà detto numero di Berry. Ciò posto consideriamo la frase seguente:

Il numero di Berry è il più piccolo numero naturale non definibile per mezzo di una frase contenente al massimo cinquanta parole prese dal vocabolario.

Tale frase non contiene che 25 parole e deve dunque appartenere alla collezione C, in quanto costituisce la definizione di un numero naturale. Il numero di Berry apparterrà pertanto alla collezione N; da cui la contraddizione.

L’insorgere di tutte queste antinomie, che F.P. Ramsey (1903-1931), nel saggio The foundations of mathematics del 1926, distinguerà in logiche (sintattiche), come quella di Russell, di Cantor, di Burali Forti, e in epistemologiche (semantiche, linguistiche) come quella del mentitore, di Grelling, di Berry, di Richard, fece scoppiare quella che Hermann Weyl (1885-1955), nel 1921 chiamerà la “crisi dei fondamenti”. In realtà il fenomeno è più complesso perché in esso confluiscono diversi fattori come i problemi nati con la concezione moderna dell’assiomatica, i problemi legati alla teoria degli insiemi (teoria dei cardinali e degli ordinali) e le difficoltà inerenti al progetto fondazionale di Frege che l’antinomia di Russell aveva evidenziato.

“Sia pur con una iniziale relativa indifferenza da parte dei matematici, questa situazione di crisi ha in breve tempo largamente influenzato le ricerche sui fondamenti della matematica e gli sviluppi della logica e, anzi, i tentativi posti in atto per superare la crisi dei fondamenti sono ancora oggi considerati come una sorta di periodo d’oro degli studi fondazionali” (Borga-Palladino,o.c. pag.76-77).

Illustriamo brevemente le tre scuole fondazionali classiche che nei primi trent’anni del secolo XX si sono occupate dei fondamenti della matematica.

3- Il logicismo

Russell non si limitò a scoprire l’antinomia che ora porta il suo nome, ma avviò un programma di ricerca per porre rimedio alle antinomie allora note. La “scuola” che si riconosce in questo tentativo viene chiamata “logicismo” perché il suo obiettivo è di “ridurre” la matematica pura alla logica e lo strumento concettuale di cui si è dotata è chiamato “teoria dei tipi”, la cui elaborazione iniziale è dovuta a Russell.

La pagina che segue è presa di Borga-Palladino,o.c. pag. 94-95.

“Il primo importante testo nel quale le sue ricerche presero forma è The Principles of Mathematics, pubblicato nel 1903, ma la cui elaborazione era iniziata già nel l900. In esso sono ripresi i due capisaldi della concezione “logicista” già espressi e perseguiti da Frege nelle Grundlagen der Arithmetik del 1884 e nel primo volume dei Grundgesetze derArithmetik del 1893:

1) i concetti matematici sono definibili esplicitamente in termini di un esiguo numero di concetti logici fondamentali;

2) le proposizioni matematiche sono derivabili mediante deduzioni puramente logiche da un limitato numero di principi fondamentali di natura logica.

E bene precisare subito che la logica alla quale Russell fa riferimento è una versione raffinata della logica di Peano, comprendente fra l’altro la teoria delle classi, nella quale anche la teoria degli insiemi di Cantor, ricostruita in termini logici, occupa un ruolo di primo piano (in particolare per la definizione del concetto di “numero”). I tre ambiti nei quali Russell assume i concetti e le proposizioni primitive sono: proposizioni, classi e relazioni (in quest’ultimo Russell apportò molti contributi originali). Questo primo tentativo di fondazione della matematica appare tuttavia insoddisfacente in molti aspetti. La lista dei concetti primitivi è relativamente troppo ampia e comprende, oltre alle costanti logiche usuali, molti termini di natura linguistica e ontologica - quali “verita”, “costanza di forma”, “denotazione”, “classe”, “asserzione”, “variabile” -, la cui analisi ha dato origine a una serie di complicazioni che Russell non riuscì mai a dipanare in modo soddisfacente. Ad esempio, i due quantificatori esistenziale e universale della logica usuale figurano in una lista di sei quantificatori (the, a, some, all, every, any), le cui caratteristiche non sono mai state da Russell chiarite in modo esauriente”.

Russell ritornò sulla teoria dei tipi, che aveva abbozzato nel lavoro del 1903, nell’articolo “Mathematical Logic as Based on the Theory of Types”, del 1908, nel quale, ritenendo che la causa di tutte le antinomie fosse una certa circolarità, introduce il principio del circolo vizioso, in base al quale nessuna totalità può contenere membri definibili solo in termini di tale totalità, o membri che la comprendono o che la presuppongono. Il rispetto di tale principio permetteva di evitare le antinomie, ma vietava anche di usare le definizioni impredicative, cioè quelle definizioni con le quali un certo ente viene definito facendo riferimento ad una totalità alla quale l’ente stesso appartiene. Tali definizioni sono spesso usate in matematica. Sono di tale tipo, per esempio, la definizione di estremo superiore e la definizione di elemento neutro di un gruppo.

L’espressione più completa della teoria dei tipi, che in seguito verrà detta ramificata, è contenuta nei tre volumi dei Principia Mathematica (1910-1913) scritti in collaborazione con il suo maestro Alfred N. Whitehead (1861-1947). In essa l’universo del discorso veniva distinto in tipi gerarchici ed ogni tipo in classi disgiunte chiamate ordini e venivano date assiomaticamente le prescrizioni per trattarli.

In seguito L. Chwistek (1884-1944) e F.P. Ramsey introdussero la teoria dei tipi semplice. Lasciamo ancora la parola a Borga-Palladino, o.c. pag. 98.

“Per dare un’idea della teoria dei tipi semplice, immaginiamo l’universo del discorso diviso- o, per così dire, “stratificato” - in una gerarchia di enti, a ciascuno dei quali sia associato un certo tipo: assegnamo il tipo 0 agli individui (ossia ai costituenti primi dell’universo, che non possono essere insiemi ma solo elementi di qualche insieme), il tipo 1 agli insiemi di individui, il tipo 2 agli insiemi di insiemi di individui, e così via. Stipuliamo poi che un ente di tipo n possa essere, o non essere, elemento solo di un ente di tipo n + 1; ad esempio, se indichiamo con xn un ente (costante o variabile) di tipo n, si considereranno legittime solo le scritture xn ( xn +1 e xn ( xn +1, essendo ovviamente xn +1 un ente di tipo n + 1, ma non legittime (e, in verità, “prive di significato”) le scritture xn ( xn, xn ( xn. xn ( xn +k  o xn ( xn + k, essendo k > 1. E’ ovvio che l’antinomia di Russell veniva in tal modo eliminata, risultando priva di significato la condizione (x ( x) della quale si faceva uso per ottenerla.

Osserviamo, come aveva sottolineato Ramsey, che la teoria dei tipi semplice è sufficiente per la eliminazione delle antinomie logiche.

Il programma logicista scatenò un sacco di polemiche soprattutto da parte di intuizionisti ante litteram come Poincaré e di membri della scuola intuizionista come H. Weyl.

Poincaré affermò che “il logicismo non è sterile: genera antinomie”. Nel saggio Science et méthode

del 1908, scrisse:

“Il logicismo deve essere superato, e non si è troppo sicuri di ciò che se ne può salvare. Non è necessario aggiungere che si intendono solo il Cantorismo e il logicismo; la vera matematica, quella che serve a qualche utile scopo, può continuare a svilupparsi secondo i propri principi senza prestare attenzione alcuna alle tempeste che infuriano intorno a lei, e proseguirà passo dopo passo le sue consuete conquiste, che sono definitive e che non sarà mai necessario abbandonare”.

Critiche molto estese al logicismo si trovano in M. Kline, Matematica. La perdita della certezza, alle pagine 244-250, e, in modo più schematico, in M. Kline, Storia del pensiero matematico, Einaudi, Torino, 1991, pag. 1394.

Qui ci limitiamo a dire che per portare avanti il proprio programma Russell e Whitehead sono costretti ad inserire nel loro sistema assiomatico, l’assioma di infinità e l’assioma della scelta (che vedremo più avanti) che certamente non sono puramente logici, minando quindi alla base l'obiettivo stesso del programma.

Ad un certo punto Russell abbandonò le sue ricerche per interessarsi di altri problemi e confessò la sua delusione in Ritratti a memoria (Longanesi, Milano 1958):

“Volevo la certezza nello stesso modo in cui gli uomini vogliono la fede religiosa, e pensavo che avrei avuto più probabilità di trovarla in matematica che altrove. Ma scoprii che molte dimostrazioni matematiche che i miei maestri ritenevano dovessi accettare erano piene di errori e che, se era possibile scoprire la certezza in matematica, ciò sarebbe accaduto in una sua nuova area basata su fondamenti più solidi di quelli considerati sicuri in passato. Ma man mano che il lavoro procedeva, mi continuava a tornare alla mente la favola dell’elefante e della tartaruga. Dopo aver costruito un elefante su cui poter appoggiare il mondo matematico, mi accorsi che l’elefante era malfermo e procedetti alla costruzione di una tartaruga che gli impedisse di cadere. Ma la tartaruga non era più salda dell’elefante e dopo circa vent’anni di durissimo lavoro giunsi alla conclusione che non c’era nient’altro che potessi fare per rendere la conoscenza matematica esente da ogni dubbio”.

Non va, però, sottovalutata l’importanza dei Principia. Essi ispirarono molte linee di ricerca ed avendo assiomatizzato la logica in forma simbolica fecero si che la logica diventasse, definitivamente, uno strumento essenziale di ogni discorso sui fondamenti della matematica.

4 – L’intuizionismo

Su posizioni diametralmente opposte al logicismo è la “scuola intuizionista” fondata ufficialmente da Luitzen E.J Brouwer (1891-1966). Essa, però, è stata preceduta da un gruppo di matematici non organizzati in scuola, ma di idee molto simili.

Possiamo incominciare dal tedesco Leopold Kronecker (1823-1891). E’ rimasta celebre la sua battuta: “Dio creò i numeri naturali: tutto il resto è opera dell’uomo". I numeri naturali sono intuitivamente chiari e sicuri e non hanno bisogno di ulteriori fondamenti né di tipo insiemistico alla Frege, né di tipo assiomatico alla Dedekind e alla Peano. Tutta la matematica si deve basare sui numeri naturali e deve essere costruttiva. Le definizioni, sosteneva Kronecker, devono contenere i mezzi per calcolare, in un numero finito di passi gli oggetti definiti, e le dimostrazioni di esistenza devono permettere il calcolo fino ad ogni grado di precisione richiesto dell’ente di cui si sta dimostrando l’esistenza. La definizione euclidea di numero primo è accettabile perché dato un numero qualunque è possibile stabilire, con un numero finito di divisioni, se esso è o no primo. La classica dimostrazione del teorema di Bolzano sulle funzioni continue definite in un intervallo chiuso con valori di segno opposto agli estremi non è accettabile perché non costruttiva.

Per Kronecker l’intera teoria degli irrazionali, alla Dedekind per esempio, era insoddisfacente e quindi era giustificato, dal suo pumto di vista, che dicesse a Ferdinand Lindeman (1852-1939) il quale aveva dimostrato, non costruttivamente, la trascendenza di ( (1882),: “A che cosa serve la vostra indagine su (? Perché studiare questo problema, visto che simili irrazionali non esistono?”

Kronecker accettava solo l’infinito potenziale e respingeva l’infinto attuale. Un insieme è potenzialmente infinito quando è finito ma è possibile aggiungere sempre nuovi elementi.

Il precetto di usare in matematica solo l’infinito potenziale risale ad Aristotele ed i matematici per molti secoli vi si erano attenuti. Per Euclide, per esempio, la retta è sempre finita, ma prolungabile come si vuole. Gauss protestava contro l’uso dell’infinito attuale in matematica.

Un insieme è attualmente infinito quando è infinito e come tale considerato nella sua totalità. Per esempio l’enunciato: “L’insieme dei numeri primi è infinito” si riferisce alla totalità dei numeri primi considerato come qualcosa di completo a cui non si può aggiungere nulla. Il contenuto di questo teorema enunciato nella forma: “data una qualunque quantità di numeri primi c’è sempre un numero primo che non appartiene ad essa” è riferito all’infinito potenziale.

Sostenitori dell’uso dell’infinito attuale in matematica erano Bernhard Bolzano (1781-1848) e, soprattutto Georg Cantor (1845-1918).

E’ da osservare non solo che Kronecker non sistemò le sue idee in un tutto organico, ma anche che nelle sue ricerche matematiche “dimenticò temporaneamente la sua filosofia” come rilevò Poincaré.

Henri Poincaré (1854-1912) è “considerato il matematico più eminente che ha lavorato a cavallo fra i due secoli [XIX e XX], e l’ultimo ad avere avuto una conoscenza universale della matematica e delle sue applicazioni” (M. Kline, Storia del pensiero matematico, vol. II pag. 1363).

Egli rifiutava la teoria cantoriana degli insiemi, fonte di paradossi, e nel congresso dei matematici di Roma (1908) affermò che tale teoria era una “malattia da cui i matematici avrebbero fatto bene a guarire al più presto”.

Rifiutava con decisione l’infinito attuale e scrisse: “L’infinito attuale non esiste. Ciò che chiamiamo infinito è solo la possibilità senza fine di creare nuovi oggetti indipendentemente dal numero di oggetti gia esistenti”.

“Il rifiuto dell’infinito attuale era intimamente correlato infatti alla possibilità che egli vedeva di fondare la matematica sul concetto di “costruzione”, a partire dai contenuti intuitivi della matematica, come l’idea di “passaggio al successivo” nella generazione dei numeri naturali. Il “principio di induzione” consentiva poi, secondo Poincaré, di costruire insiemi infiniti evitando i paradossi della teoria cantoriana. A partire dai naturali era infatti possibile costituire nuovi enti matematici in maniera predicativa, senza cioè far riferimento a totalità cui gli enti da definire appartenessero”.( Bottazzini, o.c. pag 397).

Combatté il logicismo accusandolo di ridurre la matematica ad un insieme di tautologie nelle quali era impossibile la nascita di nuove idee.

Vicini alle posizioni di Poincaré furono, per esempio, Emile Borel (1871-1956), Henri Lebesgue (1875-1941), René Baire (1874-1932) e, soprattutto, Hermann Weyl (1885-1955).

La posizione filosofica di Poincaré e di Weyl è ben descritta in questa pagina di Borga-Palladino (o.c. pag. 103-105).

“Poincaré è stato uno dei più brillanti matematici dell’ultimo scorcio dell’Ottocento e dei primi del Novecento e ha dedicato numerosi lavori a questioni epistemologiche relative alla matematica e alla fisica. Non si può dire che egli abbia proposto una vera e propria teoria filosofica, ma molte delle sue conside
razioni consentono di avvicinarlo, come peraltro già accennato in precedenza, alle correnti costruttiviste che hanno caratterizzato molte delle indagini fondazionali del nostro secolo. Egli partecipò attivamente alle polemiche sui fondamenti della matematica e fu uno dei più fieri oppositori del logicismo e, in senso più lato, della logica matematica: per Poincaré la matematica è fondata 
sull’intuizione e la logica ha solo un valore strumentale come aiuto per risolvere 
problemi circoscritti. Alla base dell’edificio matematico vi è la teoria dei numeri: i numeri naturali si costruiscono per induzione, ossia attraverso la capacità della nostra mente di ripetere all’infinito una operazione compiuta un numero finito di volte. Il principio di induzione, quindi, equivale a una infinità di sillogismi, è un prodotto spontaneo della nostra mente o, ricorrendo alla terminologia kantiana, un giudizio sintetico a priori. Non vi è quindi alcuna possibilità di ri
condurre il numero a qualcosa di più primitivo: secondo Poincaré una qualsiasi giustificazione dell’aritmetica deve servirsi dell’induzione, e quindi è destinata a cadere in un circolo vizioso. La matematica, quindi, si sviluppa per le capacità creative e inventive dei suoi ricercatori e gli enti matematici devono essere esplicitamente definiti rispettando il principio del circolo vizioso (ossia rifiutando le definizioni impredicative).

Hermann Weyl fece proprie molte delle istanze di Poincaré, in particolare il carattere irriducibile della sequenza dei numeri naturali e del principio di induzione, il rifiuto delle totalità infinite in atto, la necessità di ricorrere a definizioni esplicite che rispettino il principio del circolo vizioso. Tuttavia, pur partendo da una critica della teoria del transfinito di Cantor e della fondazione insiemistica della matematica - le quali a suo avviso si basavano su una visione platonista degli enti matematici - egli non si limitò a dichiarazioni di principio o a considerazioni di carattere generale, ma nel volume Das Kontinuum, del 1918, propose una teoria del continuo che costituisce il contributo più importante della cosiddetta corrente “predicativista”.

Weyl assume come dato iniziale il sistema dei numeri naturali e il principio di induzione. Quando si passa a considerare insiemi di numeri naturali, non è più consentito parlare di insiemi arbitrari, ma si assumono come esistenti solo quelli ottenuti mediante costruzioni effettuate sulla base di alcune regole esplicitamente formulate che rispettano il principio del circolo vizioso (e sono quindi escluse le definizioni impredicative).

L’universo di Weyl si configura stratificato come nella teoria dei tipi (ma con sostanziali differenze): al primo livello vi sono i numeri naturali; al secondo livello vi sono le proprietà dei numeri naturali costruite mediante alcuni principi esplicitamente elencati; al terzo livello vi sono le proprietà di proprietà  di numeri ottenute con principi analoghi a quelli impiegati nel secondo livello, e così via. L’uso dei quantificatori “per ogni” ed “esiste” è limitato a variabili numeriche (quindi, ad esempio, non si può quantificare sulle proprietà di secondo livello). Ne segue che, come già accadeva nella teoria dei tipi ramificata di Russell - che come si è detto è stata in effetti ispirata da analoghe considerazioni predicativiste - molti dei concetti dell’analisi classica vengono alquanto ridimensionati. Ad esempio, non si può accettare l’esistenza dell’estremo superiore di arbitrari insiemi limitati di numeri reali, ma ci si deve limitare agli insiemi di numeri reali effettivamente costruiti con i principi generatori. Weyl riconosce queste limitazioni, ma ritiene che quanto è riuscito a ricostruire sulla base della sua impostazione sia suffficiente per le più significative applicazioni dell’analisi infinitesimale e Das Kontinuum si conclude proprio con l’affermazione che l’analisi predicativa è sufficiente per le principali applicazioni scientifiche”.

La scuola intuizionista nasce ufficialmente nel 1907 con la pubblicazione della tesi di dottorato di Brouwer “Sui fondamenti della matematica”. Il Nostro continuò a lavorare su questi argomenti fino verso gli anni trenta pubblicando una quarantina di lavori. L’impegno di Brouwer si sviluppò su più fronti:

· critica al logicismo di Russell ed alle impostazioni assiomatiche di Peano e di Hilbert.

· rifiuto dei teoremi della matematica “classica” ottenuti con dimostrazioni non costruttive come, per esempio, la teoria dell’integrazione secondo Lebesgue, il teorema di Bolzano-Weierstrass, il teorema di Weierstrass che una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato possiede un massimo.

· tentativo di ricostruzione secondo i canoni intuizionisti della matematica classica rifiutata.

· esplicitazione del suo modo di pensare la matematica.

Quest’ultimo punto è così riassunto, in estrema sintesi, da Borga-Palladino (pag.133-134):

a) la matematica è una libera attività della mente umana che consiste essenzialmente nel costruire strutture mediante entità correlate fra loro, le quali non esistono al di fuori della mente dei soggetti;

b) dato che qualunque forma di pensiero consiste nel costruire strutture matematiche, la matematica appartiene ad ogni forma di pensiero e, quindi, non ha bisogno di fondazione;

c) il linguaggio ha solo lo scopo di comunicare i risultati matematici e non è possibile escludere che sia fonte di fraintendimenti; una qualsiasi struttura linguistica va nettamente separata dalla matematica (che è una attività mentale);

d) la logica è un ramo della matematica o una parte della matematica applicata, in ogni caso il suo studio non è preliminare a quello della matematica. I metodi dimostrativi della matematica classica vanno profondamente modificati perché riferiti ad enti la cui esistenza è indipendente dall’attività conoscitiva dei soggetti.

Secondo Brouwer la matematica è creata “da una libera azione indipendente dall’esperienza e si sviluppa da una sola intuizione fondamentale a priori”. Questa intuizione fondamentale è quella della bi-unità o duo-unità. Il soggetto fissa la sua attenzione su un oggetto e “crea un’entità”. Passatala nella memoria, fissa la sua attenzione su un altro oggetto e nasce così la bi-unità. Con la reiterazione di questo processo si costruiscono, nella mente, i numeri naturali. Essi non esistono fuori della mente del soggetto, come vogliono i platonisti ma sono oggettivi solo nella misura in cui un soggetto può indurre un altro soggetto ad eseguire la stessa operazione mentale. Scrive Brouwer: “Questa intuizione della bi-unità, l’intuizione fondamentale della matematica, non crea solo i numeri uno e due, ma anche tutti i numeri ordinali finiti, in quanto uno degli elementi della bi-unità può essere a sua volta pensato come una bi-unità, processo che può essere ripetuto indefinitamente generando così il più piccolo ordinale finito (”.

I due autori citati dedicano molte pagine (106-136) allo studio del costruttivismo e dell’intuizionismo. Ad esse rimandiamo lo studente desideroso di approfondire l’argomento. Lo studente può leggere con profitto Kline: Matematica. La perdita della certezza (251-266), Kline, Storia del pensiero matematico, (1394-1402); Bottazzini, Storia della matematica, (401-402) e (404-406).

Riportiamo uma pagina da E. Agazzi, Introduzione ai problemi dell’assiomatica, Vita e Pensiero, Milano 1961.

“Una diagnosi più radicale nei confronti della questione ed un correlativo atteggiamento del tutto nuovo nella problematica dei fondamenti è offerta dalla scuola «intuizionista» (maggiori rappresentanti BROUWER e HEYTING; con un criterio di considerazione un po' più ampio può essere iscritto a questa corrente anche WEYL) che incominciò a manifestare i suoi punti di vista negli anni della prima guerra mondiale.

Per quanto riguarda la problematica in esame, si potrebbe dire che la diagnosi intuizionista della crisi dei fondamenti è questa: noi ci troviamo a mal partito perchè abbiamo preteso di trattare come intuitivi ed evidenti degli infiniti attuali, applicando per di più ad essi le stesse regole, le stesse manipolazioni logiche che usiamo nel caso della finitezza, ed attendendoci di poterne ricavare conclusioni dello stesso tipo e valore di quelle che riteniamo valide nel finito. In questo è la fonte di tutte le difficoltà e di tutte le delusioni, a cui rimedieremo soltanto seguendo alcune regole generali in fatto di definizioni, in fatto di esistenza, in fatto di deduzioni. Queste regole possono sostanzialmente riassumersi come segue: non prendere mai in considerazione un infinito attuale, cioè una collezione infinita considerata come esistente, come data indipendentemente da una legge di generazione; l’unico infinito di cui si può parlare è quello potenziale, o «costruttivo», quello cioè (come già si è avuto occasione di rilevare) che consiste praticamente nel fornire effettivamente una legge di generazione che permetta di costruire uno dopo l’altro tutti i membri di una collezione proseguendo indefinitamente.

In questo senso, dire che ogni numero ha una certa proprietà P non va inteso come un giudizio concernente una infinità attuale di enti, ma come una specie di enunciato ipotetico, che avrebbe press’apoco questa forma: se prendiamo un qualsiasi numero, possiamo effettivamente controllare che esso gode di tale proprietà P.

Se questi sono i criteri che devono guidare una buona definizione dal punto di vista intuizionistico, non molto diversi sono quelli che riguardano i giudizi di esistenza matematica. Dire che esiste un certo ente matematico fornito delle proprietà A, B, C ... significa, intuizionisticamente parlando, fare un’asserzione avente senso, solo se si offre contemporaneamente anche un esempio di tale ente o, perlomeno, un preciso criterio costruttivo in base al quale uno che lo desideri possa realizzare un tale esempio.

Questo concetto di esistenza matematica come costruttività si riflette in pieno sul concetto intuizionistico di dimostrazione: provare che esiste un oggetto che gode di una certa proprietà significa offrirne un esempio, o fornire un criterio per costruirlo. Ciò in particolare significa che in generale le dimostrazioni per assurdo, tanto usate nella matematica classica, non hanno per gli intuizionisti alcun valore esistenziale; questo caso si verifica in particolare quando la dimostrazione per assurdo ha questa forma: «è provato falso che per tutti i numeri non valga la proprietà P». In questo caso la matematica classica concludeva: «ergo, esiste almeno un numero che gode della proprietà P», con che era implicito che, nella infinità attuale del campo numerico, un tale numero esista, indipendentemente dal fatto che noi lo si possa effettivamente trovare. Per gli intuizionisti, invece, tale ultima condizione è decisiva, e noi non possiamo affatto asserire che esiste un numero il quale gode della proprietà P fin che non lo ostendiamo effettivamente. Nel ragionamento qui condotto è ravvisabile quella che è la conseguenza più celebre di questo modo intuizionistico di intendere la deduzione, cioè la rinunzia all’uso generale del principio del terzo escluso: in un insieme infinito non si può dire che vale sempre o la proposizione A o la non-A; supponiamo infatti che A asserisca che esiste un oggetto che ha la proprietà P; allora non-A dirà che tutti gli oggetti di quel dato insieme infinito hanno la proprietà non-P. Ora, se per caso riuscissimo a dimostrare che è falso che tutti gli oggetti abbiano la proprietà non-P, in quanto ciò sarebbe, ad esempio, contradittorio, ancora avremmo il compito, come si osservava poco sopra, di esibirne uno che gode la proprietà P, prima di poter dire che, essendo falsa non-A, è vera A, e questa ostensione, nel caso di un insieme di infiniti elementi, potrebbe anche non riuscirci possibile.

Gli intuizionisti, quindi, procedono nelle loro inferenze senza affidarsi a norme prefissate, ma semplicemente fidandosi su passaggi ciascuno dei quali sia intuitivamente evidente nel senso di essere effettivamente controllabile in modo, per così dire, empirico, volta per volta.

Obbedendo a questi criteri essi si sono accinti a riformulare le varie branche della matematica classica, ed hanno in ciò raggiunto anche notevoli risultati, cosicchè oggi è possibile dire che l’idea di rifondare intuizionisticamente gran parte della matematica classica, per quanto ancora lontana dall’essere pienamente realizzata, non si presenta affatto come un’ipotesi chimerica. Naturalmente si tratta di una riformulazione piuttosto laboriosa, in cui, ad esempio, ci sono due modi per formulare la diseguaglianza fra a e b (a ( b significa che a = b è contradittorio; a # b significa invece in più che si può effettivamente fornire un esempio di numero razionale che separa a da b) e non è sempre possibile dire che due numeri reali qualsiasi sono uguali oppure diversi.

Ad ogni modo, gli sviluppi della matematica intuizionistica vennero solo successivamente (e anche oggi non è che tutti i matematici se ne ritengano paghi). Al momento in cui BROUWER e la sua scuola esprimevano le loro idee, invece, queste si presentavano come prospettive molto limitanti nei confronti dell’edificio della matematica: basti riflettere che la prescrizione di non considerare infiniti attuali spazzava via di colpo tutta la teoria classica degli insiemi; non solo, ma la stessa analisi veniva colpita alle radici giacchè, anche attraverso il processo di aritmetizzazione già accennato, non si era affatto riusciti ad eliminare la considerazione di infiniti attuali. Infatti, mentre già la formulazione di PEANO faceva sperare per l’aritmetica elementare una edificazione che si limitasse in tutto all’impiego di infiniti potenziali e costruttivi, l’analisi aveva a che fare fin dai primi passi con l’infinito attuale contenuto nella definizione stessa di numero reale, che si è visto definito, ad esempio, mediante le due classi infinite di una «sezione di DEDEKIND», e che anche in altre formulazioni che si potrebbero dare passa generalmente attraverso una simile considerazione di infinità attuali. A questo si aggiunga poi la serie di restrizioni messe in atto circa l’uso del principio del terzo escluso e delle dimostrazioni per assurdo, e si capirà come molti matematici non fossero troppo disposti ad accettare i punti di vista intuizionisti, ma contassero di risolvere la crisi dei fondamenti ricorrendo ad altre vie, ricercando altre soluzioni che effettivamente mettessero su basi incrollabili l’edificio della matematica classica, piuttosto che ridursi (almeno a prima vista) a sacrificarne delle parti non trascurabili”.

L’intuizionismo, come il logicismo, inizialmente non suscitò molte reazioni nel mondo matematico che continuò le sue ricerche seguendo le strade classiche, seguito, in questo, dallo stesso Brouwer proprio nella dimostrazione di teoremi importanti che lo hanno reso celebre come quello del punto fisso (“ogni trasformazione f univoca e continua da una varietà a n dimensioni in se stessa possiede almeno un punto fisso, cioè esiste almeno un punto x tale che f(x)=x”).

L’interesse aumentò dopo le pubblicazioni del 1918 di Brouwer (Fondazione della teoria degli insiemi indipendentemente dal principio logico del terzo escluso) e di Weyl (Il continuo).

Con l’interesse scoppiarono le polemiche, spesso violente, e le critiche di ridurre la matematica a “pochi resti miserabili, risultati isolati, incompleti, senza legami” (Hilbert) e, per di più, di volere una matematica priva di applicazioni.

Le critiche spronarono gli intuizionisti alla ricostruzione “intuizionistica” della matematica classica, ma il lavoro procedè sempre lentamente, anche per le diversità di posizioni fra gli stessi intuizionisti, e con dimostrazioni spesso “di una insopportabile pesantezza” come scrisse lo stesso Weyl.

Forse per questo i Bourbakisti poterono scrivere nel 1960: “Il ricordo della scuola intuizionista è senza dubbio destinato a sopravvivere solamente come curiosità storica” (Kline, o.c. pag. 263).

Il più polemico nei confronti di Brouwer fu Hilbert che in un lavoro del 1922 scrisse:

“Ciò che fanno Weyl e Brouwer consiste, in linea di massima, nel percorrere la via che fu già di Kronecker: essi cercano di fondare la matematica gettando a mare tutto ciò che a loro appare scomodo e istituendo una dittatura del divieto [Verbotsdiktatur] alla Kronecker. Ma ciò significa smembrare e mutilare la nostra scienza, e seguendo questi riformatori corriamo il pericolo di perdere una gran parte dei nostri più preziosi tesori [...]; no, Brouwer non è, come sostiene Weyl, la rivoluzione bensì solo la ripetizione con vecchi metodi di un tentativo di putsch che a suo tempo, pur essendo stato intrapreso con maggiore risolutezza fallì miseramente e che adesso è condannato in  partenza all’insuccesso poiché il potere statale è stato così ben armato e rafforzato da Frege, Dedekind e Cantor”.

In un altro importante articolo del 1928, del quale ci occuperemo anche nel prossimo paragrafo, così si esprime Hilbert:

“Mi meraviglio che, stando così le cose, un matematico possa dubitare della rigorosa validità dell’inferenza del tertium non datur. Ancor più mi meraviglio che, come sembra, un’intera comunita di matematici si sia ritrovata a fare questo. Mi meraviglio soprattutto del fatto che anche nei circoli matematici la capacità di suggestione di un singolo uomo [Brouwer], dotato di un forte carattere e ricco d’ingegno, riesca ad esercitare le più improbabili ed eccentriche influenze.

Analoghe prese di posizione si trovano nell’intervento di Hilbert al congresso dei matematici svoltosi a Bologna nel 1928
. In questi e in altri lavori Hilbert non si limitò a contrastare il diffondersi di idee che riteneva inaccettabili, ma propose un suo programma fondazionale al cui esame dedicheremo gran parte del prossimo paragrafo. Va in ogni caso rilevato che, se la proposta logicista di superamento delle antinomie si è arenata di fronte a insormontabili difficoltà di realizzazione, quella intuizionista non è apparsa particolarmente praticabile, dato che, più che un tentativo di superamento della “crisi dei fondamenti”, è venuta sempre più configuramdosi come un modo alternativo di intendere la stessa matematica, tanto radicale da non incontrare il favore del mondo matematico del tempo
”.

La pagina precedente è tratta da Borga-Palladino, o.c. pag. 135-136.

Lo studente può utilmente leggere amche Reuben Hersh, Cos’è davvero la matematica, Baldini e Castoldi, Milano, 2001, pag. 245-253.

Per finire riporto le conclusioni di Kline (pag. 266) del capitolo “Logicismo contro intuizionismo”.

Nonostante le restrizioni imposte dagli intuizionisti alla matematica e le critiche cui essi furono sottoposti, la loro filosofia ha avuto una influenza positiva. Ha portato al centro della discussione un problema già seriamente dibattuto in relazione all’assioma di scelta: che cosa vuol dire esistenza in matematica? O, parafrasando Weyl, serve a qualcosa sapere che esiste un numero con certe proprietà se non si possiede alcun metodo per realizzarlo o computarlo? L’impiego ingenuo e senza restrizioni della legge del terzo escluso ha certamente bisogno di essere riesaminato. Il contributo più importante che forse ha dato l’intuizionismo è la sua insistenza sulla necessità di calcolare il numero o la funzione di cui si è stabilita l’esistenza semplicemente mostrando che la sua non esistenza porta a contraddizione. Conoscere approfonditamente questi numeri è come vivere con un amico invece di sapere solamente che si ha un amico in un qualche imprecisato posto del mondo.

5 - Il formalismo

Fondatore della “scuola formalista” fu David Hilbert (1862-1943), il matematico di maggior rilievo nella prima metà del secolo XX. Egli è ritenuto anche il “padre” della concezione moderna dell’assiomatica che abbiamo descritto nel secondo capitolo di questi appunti. [Sul contributo della scuola di Peano si può vedere M. Borga, Geometria e assiomatica fra ottocento e novecento, in F. Speranza (a cura di), Epistemologia della matematica. Seminari 1989-1991].
Hilbert ha presentato una assiomatica completa della geometria euclidea nel volume Grundlagen der Geometrie (1899) [traduzione italiana: I fondamenti della geometria con i supplementi di Paul Bernays, Feltrinelli, Milano 1970]; 1’anno seguente pubblicava una assiomatica dei numeri reali [si trova nel capitolo terzo della edizione italiana dell’opera citata] e, nel 1934, in collaborazione con Bernays, una assiomatica della logica nei Grundlagen der Mathematik.

L’influsso di Hilbert è stato grandissimo, tanto che è normale, oggi, presentare la matematica come una collezione di sistemi assiomatici. Non sono mancate, però, le esagerazioni e le polemiche. Scrive M. Kline: “Non v'è alcun dubbio che il movimento assiomatico sviluppatosi alla fine dell’Ottocento fu di grande aiuto nel rinforzare i fondamenti della matematica, anche se non dimostrò di essere il passo decisivo per risolvere i problemi fondazionali. Ma successivamente molti matematici iniziarono a introdurre nei sistemi assiomatici da poco creati alcune banali modifiche. Qualcumo mostrò che riformulando un assioma era possibile enunciarlo più semplicemente; qualcum altro spiegò che con una formulazione più complicata tre assiomi potevano essere condensati in due; altri ancora, scegliendo nuovi termini non definiti e rimaneggiando opportunamente gli assiomi, arrivarono allo stesso gruppo di teoremi già dimostrati. Come abbiamo gia detto, non tutta l’assiomatizzazione è priva di valore; tuttavia le minute modifiche che si possono apportare ai sistemi sono, nel complesso, insignificanti. Mentre per risolvere i problemi reali occorre sfruttare al meglio le capacità umane, poiché esiste un problema e con esso bisogna misurarsi, l’assiomatica permette ogni genere di libertà; essa è fondamentalmente un’organizzazione che l’uomo conferisce a risultati di profondo rilievo, ma scegliere fra differenti gruppi di assiomi oppure decidere di adottarne quindici invece di venti, è un fatto praticamente irrilevante. Di fatto le molte variamti che hanno tenuto occupati perfino matematici di notevole statura sono state etichettate come un ‘bighellonare fra postulati’.” [Matematica. La perdita della certezza, pag.311-312].

Il pensiero di Hilbert sui postulati è chiaramente espresso in risposta ad una lettera di Frege che gli illustrava che cosa pensava dei postulati della geometria (brano riportato nel paragrafo su Frege): “...da quando ho cominciato a riflettere, scrivere e tenere conferenze su questo argomento ho sempre detto esattamente il contrario: se assiomi arbitrariamente stabiliti non sono in contraddizione, con tutte le loro conseguenze, allora essi sono veri, allora esistono gli enti definiti per mezzo di questi assiomi. Questo è per me il criterio della verità e dell’esistenza”. (Borga-Palladmo, o.c. pag.70)

Per Hilbert era fondamentale, per ogni sistema assiomatico modernamente inteso, dimostrarne la coerenza sia per garantire la verità dei teoremi del sistema sia per assicurare l’esistenza degli enti di cui il sistema parlava

Nei Grundlagen der Geometrie (capitolo secondo della traduzione italiana) egli dava una dimostrazione di coerenza della geometria “scaricandola”, attraverso la geometria analitica, sull’analisi. In sostanza Hilbert dimostrava la coerenza della geometria euclidea costruendone un modello analitico (numerico). Il problema, peró, si ripresentava per l’analisi, ma il gioco dello “scaricamento” non poteva continuare all’infinito. Alla fine bisognava arrivare ad una dimostrazione diretta e non più alla costruzione di un modello servendosi di un’altra teoria matematica supposta non contraddittoria. Hilbert esprime chiaramente questo pensiero nel suo intervento al Congresso dei matematici tenutosi a Parigi nel 1900.

“Nella geometria si ottiene la dimostrazione della non contraddittorietà degli assiomi costruendo un opportuno dominio di numeri in modo che agli assiomi geometrici corrispondano analoghe relazioni tra i numeri di questo dominio e dunque tale che ogni contraddizione fra le conseguenze degli assiomi geometrici dovrebbe essere riconoscibile anche nell’aritmetica di questo dominio numerico. Quindi, in questa maniera, la desiderata dimostrazione della non contraddittorietà degli assiomi geometrici viene ricondotta al teorema della non contraddittorietà degli assiomi aritmetici.

Per dimostrare la non contraddittorietà degli assiomi aritmetici occorre invece una via diretta.

Gli assiomi aritmetici, in sostanza, non sono altro che le note leggi del calcolo con l’aggiunta dell’assioma di continuità. [...] Ora sono convinto che si deve riuscire a trovare una dimostrazione della non contraddittorietà degli assiomi aritmetici, se in considerazione dello scopo prefissato si rielaborano con precisione e si modificano in modo opportuno i noti metodi inferenziali della teoria dei numeri irrazionali.”

A scanso di equivoci è bene precisare che gli “assiomi aritmetici” di cui parla Hilbert sono quelli del campo dei reali; inoltre non si sa bene a che cosa pensasse Hilbert parlando di rielaborazione e di opportuna modifica di “noti metodi inferenziali della teoria dei numeri irrazionali”.

Nel 1904, dopo lo “scoppio” delle prime antinomie, Hilbert presenta un primo abbozzo di un programma fondazionale, ma è solo negli anni venti che entra decisamente in campo, per contrastare l’effetto, che egli giudica deleterio, dell’intuizionismo, con le due memorie “Nuova fondazione della matematica. Prima comunicazione” (1922) e “I fondamenti logici della matematica” (1923).

L’obiettivo di Hilbert era di fondare la matematica su basi sicure in modo che non potessero nascere antinomie e di farlo con strumenti sicuri accettabili da chiunque, anche dagli intuizionisti.

“Lo scopo della mia teoria- ebbe a scrivere- è di stabilire una volta per tutte la certezza dei metodi matematici... Il presente stato delle cose, da quando siamo incappati nei paradossi, è intollerabile. Come pensare che le definizioni e i metodi deduttivi che si imparano, si insegnano e si usano in matematica, paragone di verità e certezza, come pensare che conducano ad assurdità? Se il pensiero matematico è fallace, dove troveremo la verità e la certezza?” (citato da Hersh, pag. 255)

Siccome l’analisi, attraverso il processo di aritmetizzazione era stata ricondotta (con considerazioni di carattere insiemistico) alla teoria elementare dei numeri, il nodo della questione si riduceva alla dimostrazione della coerenza dell’aritmetica elementare.

Per fare questo era, anzitutto, necessario presentare l’aritmetica come sistema formale, cioè come sistema assiomatico nel quale fossero completamente esplicitati sia gli assiomi della teoria, sia il linguaggio usato, sia le regole logiche di deduzione. Il problema era di facile soluzione perché erano già pronti gli strumenti necessari elaborati da Peano, Frege e Russell.

Un esempio di “sistema formale per l’aritmetica” è descritto in Borga-Palladino (pag. 141-145).

Il secondo passo consiste nel determinare gli strumenti e le tecniche che permettano una dimostrazione diretta di coerenza del sistema formale costruito, nell’ambito di quella che Hilbert chiama “teoria della dimostrazione” o “metamatematica”. Naturalmente doveva trattarsi di strumenti affidabili, sicuri, semplici, intuitivi, accettabili da tutti, strumenti che si riducevano (Agazzi, o.c. pag. 107) a semplici “manipolazioni elementarissime, di carattere combinatorio, sui segni con cui è espresso il sistema assiomatico dell’aritmetica elementare, le quali sono tanto rudimentali da potersi a mala pena chiamare matematiche”. Per questo, lo stesso Agazzi parla di “superintuizionismo hilbertiano”. Sono questi i metodi che Hilbert chiama “finitisti”, ma dei quali egli non diede mai una precisa caratterizzazione “tanto che per una descrizione dei medesimi che si ritiene vicina alle idee hilbertiane si fa generalmente riferimento alle parole di J. Herbrand (1908-1931): per ragionamento intuizionista [finitista, la distinzione fra i due aggettivi è posteriore al 1933] si intende un ragionamento che soddisfa le seguenti condizioni: si tratta sempre e solo con un numero finito e determinato di oggetti e di funzioni; queste sono ben definite, permettendo la loro definizione il calcolo univoco dei loro valori; non si afferma mai l’esistenza di un oggetto senza indicare come costruirlo; non si considera mai l’insieme di tutti gli oggetti x di una totalità infinita; e quando si dice che un ragionamento (o un teorema) vale per tutti questi x, questo significa che per ogni x particolare è possibile ripetere il ragionamento generale in questione, che deve, quindi, essere considerato come il prototipo di questi ragionamenti particolari”. (Borga-Palladino, pag. 146-147)

Il programma hilbertiano raggiunge presto dei risultati. Per esempio, W. Ackermann (1896-1962), discepolo di Hilbert, in un lavoro del 1924 credette di aver dimostrato la coerenza dell’analisi, riducendosi, poi, a ritenere dimostrata la coerenza dell’aritmetica. Anche John von Neumann (1903-1957), altro discepolo di Hilbert, pensò di aver dimostrata la coerenza dell’aritmetica in un lavoro del 1927. Solo dopo il teorema di Gödel ci si rese conto che in realtà essi avevano dimostrato la coerenza solo di una parte dell'aritmetica. Anche Hilbert riteneva che Ackermann avesse dimostrato la coerenza dell’intera aritmetica e fosse ormai sul punto di dimostrare quella dell’analisi.

Come Hilbert non fu tenero con logicisti e intuizionisti, così costoro gli resero pan per focaccia.

Russell, per esempio, nella seconda edizione dei Princìpi della matematica (1937) scrisse: “I formalisti sono paragonabili a un orologiaio, il quale sia così preoccupato di dare ai suoi orologi un aspetto raffinato, da dimenticarsi del loro scopo di segnare l’ora, e omettere perciò di inserirvi alcun meccanismo”.

Per gli intuizionisti, basterà ricordare quanto scrisse Weyl: “La matematica di Hilbert può essere un bel gioco con le formule, anche più divertente degli scacchi; ma che rapporto ha con la conoscenza, dato che le formule non hanno dichiaratamente alcun significato materiale in virtù del quale esse possano esprimere verità intuitive?” (Kline, Storia... pag.1408)

Commenta il Kline: “A difesa della filosofia formalista, si deve rilevare che è solo allo scopo di dimostrare la coerenza, la completezza e altre proprietà che la matematica è stata ridotta a formule prive di significato. Per quanto riguarda la matematica nella sua interezza, anche i formalisti respingono l’idea che essa sia semplicemente un gioco: essi la considerano una scienza obiettiva”.

Di tenore analogo l’affermazione di Hersh (pag.255): “E’ molto istruttivo che Hilbert nei suoi scritti e nelle sue conversazioni mostrasse il convincimento totale che i problemi della matematica trattassero di oggetti reali e avessero risposte che si possono dire “vere” nel senso che usualmente si attribuisce al termine quando si dice che una certa asserzione circa il reale è “vera”. Di era fatto paladino di una interpretazione formalista della matematica solo al prezzo di ottenere la certezza”.

Sul programma hilbertiano, qui presentato in estrema sintesi, lo studente interessato può consultare: Borga-Palladino, pag. 136-148

Hersh, pag. 253-262

Bottazzini, pag. 407-410

Kline, Matematica...pag.268-282

Kline, Storia...1402-1408.

6 - Kurt Gödel

La certezza cercata da Hilbert, nonostante i promettenti passi in avanti compiuti dai suoi discepoli, si rivelò presto illusoria con la dimostrazione dei due teoremi di Kurt Gödel del 1931. L’articolo di Gödel “è stato il più sensazionale e maggiormente citato fra gli articoli sulla logica e sui fondamenti della matematica apparsi nei primi ottant’anni di questo secolo”. Riporto quanto dicono Borga-Palladino (pag.149-150) osservando che il sistema formale P è quello descritto da questi autori alle pagine 141.145.

“A mutare questo genere di aspettative giunse nel 1931 il celebre teorema di incompletezza di Kurt Gödel (1906-1978), considerato ancora oggi. per diverse ragioni, come il più importante risultato di logica matematica. La memoria di Gödel, dal titolo “Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I” [“Sulle proposizioni formalmente indecidibili dei Principia Mathematica e sistemi affini I”], costituisce di fatto una raccolta di numerosi risultati (11, per la precisione), a due dei quali, che spiccano per importanza, si è ormai soliti fare riferimento come al “primo” e al “secondo” teorema di incompletezza. Entrambi possono essere formulati con riferirnento al sistema formale P per l’aritmetica descritto in precedenza, ma la loro validità si estende ad un’ampia classe di sistemi formali, grosso modo a tutti quei sistemi formali nei quali è possibile sviluppare almeno l’aritmetica.

Primo teorema di Gödel: Se P è non contraddittorio, allora è sintatticamente incompleto, nel senso che esiste una proposizione G di P tale che tanto G quanto (G sono indimostrabili in P.

Secondo teorema di Gödel: Se P è non contraddittorio, la sua non contraddittorietà non può essere dimostrata in P; più precisamente, scelta opportunamente una formula, diciamo Nctr(P), che esprime la non contraddittorietà di P, si ha che Nctr(P) è indimostrabile in P.

Uno dei primi a riconoscere il potenziale significato dei risultati di incompletezza di Gödel e a incoraggiarlo a proseguire verso un loro più ampio sviluppo fu von Neumann, già allora ben noto negli ambienti matematici, mentre Gödel era pressoché sconosciuto. Questo può essere uno dei motivi, oltre alla mancanza di chiarezza su che cosa potesse ritenersi finitista, che spiegano la estrema cautela di Gödel nell’indicare l’impatto negativo del suo teorema sul programma hilbertiano.

L’interpretazione più accreditata per quanto riguarda questo impatto, è la seguente (secondo Borga-Palladino, pag.152-153): “dato che i metodi finitisti hilbertiani sono formalizzabili nell’aritmetica (sono, di fatto, una parte dei metodi formalizzabili nell’aritmetica) e avendo Gödel provato che una dimostrazione di non contraddittorietà non può essere ottenuta con metodi formalizzabili nell'aritmetica, ne segue che il programma di Hilbert è irrealizzabile”. [...] Ma c’era ancora una via d’uscita: dopo tutto Gödel non aveva dimostrato che è impossibile dimostrare la non contraddittorietà, ma solo che è impossibile farlo con certe tecniche; complice il fatto che non era ben chiaro cosa si dovesse intendere per finitismo, l’idea, per certi aspetti ovvia, fu quella di estendere il finitismo hilbertiano, di andare alla ricerca, in sostanza, di metodi che da un lato offrissero sufficienti garanzie di affidabilità, dall’altro che fossero almeno in parte non formalizzabili nella teoria che di volta in volta si prendeva in considerazione”. 

Iniziarono, così, nuove ricerche che continuano anche ai nostri giorni, ma delle quali non ci occupiamo.

Su Gödel esiste una vasta letteratura anche in italiano. Ecco qualche titolo (fra i più recenti):

K. Gödel, Opere, Volume 1 1929-1936, Bollati Boringhieri, 1999

S. Bozzi, C. Mangione, Storia della logica. Da Boole ai nostri giorni, Garzanti, 1993

G. Guerriero, Kurt Gödel: Paradossi logici e verità matematiche, N.19 de I grandi della scienza, Le

Scienze, 2001

G. Lolli, Incompletezza: saggio su Kurt Gödel, Il Mulino, 1992

E. Nagel, J.R. Newman, La prova di Gödel, Bollati Boringhieri, 1992

S.G. Shaker (a cura di), Il teorema di Gödel: una messa a fuoco, Muzzio, 1991

J.L. Casti,W.DePauli, Gödel. L’eccentrica vita di un genio. Raffaello Cortina, 2001.

7 - Conclusione (provvisoria)

La affidiamo a von Neumann che ci racconta come i “matematici militanti” risposero a Brouwer, Hilbert e Gödel (Hersh, pag.256-257): “

1. Solo pochissimi matematici erano disposti ad accettare questi nuovi ed esigenti standard per le loro pratiche quotidiane. Pochissimi, tuttavia, ammettevano che a prima vista Brouwer e Weyl sembravano aver ragione, ma che essi stessi continuavano a violare le regole, cioè continuavano a far matematica nel vecchio e «facile» modo, sperando che qualcun’altro, prima o poi, potesse trovare la risposta alla critica intuizionista giustificando così il loro lavoro a posteriori.

2. Hilbert se ne venne fuori con un’ingegnosa idea per giustificare la matematica «classica» (pre-intuizionista): anche nel sistema intuizionista è possibile dar conto rigorosamente di come opera la matematica classica. Vale a dire che si può descrivere come funziona il sistema classico, anche se non si può giustificare tale funzionamento. Potrebbe allora esser possibile dimostrare intuizionisticamente che le procedure classiche non condurranno mai a una contraddizione, che non entreranno mai in conflitto l’una con l’altra. Era chiaro che una dimostrazione del genere sarebbe stata molto difficile, ma c’erano alcune indicazioni su come si potesse provare a ottenerla. Se questo schema avesse funzionato, esso avrebbe fornito una notevolissima giustificazione della matematica classica proprio sulla base di quel sistema intuizionista che le si opponeva! O, almeno, questa interpretazione si sarebbe legittimata in un sistema di filosofia della matematica che la maggior parte dei matematici era disposta ad accettare.

3. Dopo una decina d’anni di tentativi per condurre in porto questo programma, Gödel produsse un risultato di notevolissima importanza. Questo risultato non può venir enunciato in modo assolutamente preciso senza una serie di clausole e di distinguo troppo tecnici per venire espressi qui. Ma il succo era il seguente: «Se un sistema della matematica non porta a una contraddizione, allora questo fatto non può essere dimostrato usando le procedure del sistema stesso». La dimostrazione di Gödel soddisfaceva i più rigidi criteri di rigore matematico, anche quelli intuizionisti. La sua influenza sul prograrnma di Hilbert è in qualche modo controversa, per ragioni anch’esse troppo tecniche perché possano essere esposte qui. La mia opinione, però, condivisa da molti altri, è che Gödel dimostrò che il programma di Hilbert era essenzialmente senza speranze.
4. La principale speranza di giustificare la matematica classica - nel senso di Hilbert o di Brouwer o di Weyl - era ormai persa. Ma la maggior parte dei matematici decise di continuare comunque a usare il sistema In fin dei conti, la matematica classica stava producendo risultati eleganti e utili al tempo stesso e, anche ove non si potesse mai più essere assolutamente certi della sua affidabilità, essa si basava su fondamenti almeno altrettanto solidi di quelli su cui si basa per esempio l’esistenza dell’elettrone. Di conseguenza, chi è disposto ad accettare le altre scienze, dovrebbe accettare anche il sistema classico della matematica. Attualmente la controversia sui «fondamenti» non è ancora chiusa, certo, ma sembra assai improbabile che il sistema classico possa essere abbandonato se non da un’esigua minoranza.

Ho raccontato la storia di questa controversia in dettaglio perché penso che sia il modo migliore per non dare per scontato l’immutabile rigore della matematica. Si tratta di cose accadute nel corso della nostra vita e so quanto, in modo fin troppo facile, le mie idee sulla verità matematica assoluta siano cambiate nel corso di questa vicenda, e come cambiarono tre volte, l’una dopo l’altra!”

8 - La storia continua

La riflessione sulla matematica, cioè la filosofia della matematica, non è morta con i teoremi di Gödel. Sono “morte”, se si vuole, le vecchie scuole fondazionali, le “filosofie assolutiste”, come le chiama Lakatos, ma filosofi e matematici hanno continuato a domandarsi che tipo di esistenza hanno gli enti matematici, se la matematica poggia o no su fondamenti saldi e quali potrebbero essere, il perché della “irragionevole efficacia” della matematica nonostante i dubbi sui fondamenti. E le risposte date, o tentate, più o meno convincenti, sono diverse. Non potendo seguire questi sviluppi diamo solo qualche indicazione bibliografica di lavori facilmente reperibili.

Borga-Palladino, o.c., capitolo terzo

Hersh, o.c. capitoli 9-13

Lakatos, Dimostrazioni e confutazioni: la logica della scoperta matematica, Milano 1979

Davis, Hersh, L'esperienza matematica, Milano 1985

Speranza (a cura di), Epistemologia della matematica. Seminari 1989-1991, articoli di Arzarello, Palladino, Freguglia, Speranza.

Speranza, Scritti di epistemologia della matematica, Bologna 1997

Veronesi, Congetture, dimostrazioni, programmi di ricerca matematici. Aspetti della filosofia critica di Imre Lakatos, ne L’insegnamento della matematica e delle scienze integrate, vol 24B aprile 2001.







� Scrive ad esempio Mangione in un recente atticolo dedicato all'argomento: «In definitiva mi sembra che nel complesso ci siano idee molto poco chiare circa il senso da attribuire oggi, if any, all'espressione "fondamenti della matematica"» Cfr. C. MANGIONE, «Fondamenti della matematica e filosofia (della matematica)», in Atti degli incontri di logica matematica, vol. 4: fondamenti della matematica, a cura di A. Zanardo, CLEUP, Padova 1988, pp. 75-90; citaz. a p. 83.


� Hilbert [1929]. La partecipazione al congresso di Bologna fu l’occasione per un ulteriore contrasto con Brouwer. Si trattava infatti della prima occasione in cui i matematici tedeschi venivano invitati (vincendo ad esempio la resistenza dei matematici francesi) ad un congresso internazionale dopo la prima guerra mondiale. Mentre Hilbert accettò l’invito, L. Bieberbach (1886-1982), di tendenze nazionaliste (divenne durante il nazismo direttore della rivista della matematica ariana Deutsche Mathematik), promosse una campagna di boicottaggio contro l’adesione dei matematici tedeschi alla quale anche Brouwer diede il suo appoggio (cfr. Bottazzini [1990], p. 41l). Per le vicende relative alla matematica tedesca nel periodo nazista vedi Segal [l986]. Il contrasto tra Hilbert e Brouwer raggiunse l’apice quando il matematico tedesco fece estromettene Brouwer dalla redazione dei Mathematische Annalen. Einstein, che era anch’egli nel comitato scientifico mantenne una posizione neutra e in una lettera qualificò la disputa tra i due matematici “the frog-mice battle” [la battaglia tra la rana e i topi]. Su questa disputa si veda van Dalen [1990].


� A questo proposito può essere utile sottolineare che i costruttivisti e gli intuizionisti non attribuiscono alle questioni di non contraddinorietà una particolare importanza. Dal loro punto di vista, il fatto che le proposizioni matematiche facciano riferimento ad enti esplicitameute costruiti è sufficiente a garantire che non si possano mai dimostrare due proposizioni in contraddizione tra loro, dato che le proposizioni matematiche sono ritenute vere relativamente a tali enti. Non è del tutto appropriato, fra l’altro, vedere gli sviluppi delle correnti costruttiviste (e l’intuizionismo) come “risposte” alle antinomie. Esse si basamo infatti su una diversa concezione dell’attività matematica: le antinomie sono se mai intese come il sintomo più vistoso dell’insostenibilità della concezione realista che fa da sfondo alla matematica classica.





