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1 - Matematica e realtà

Con la parola «realtà» intendo tutto ciò che è esterno alla matematica: mondo fisico circostante con gli oggetti, i fenomeni e le mutue relazioni, le scienze sperimentali, le scienze umane.

E’ opinione generale che la matematica è nata dalla realtà quotidiana come testimonia, per esempio, il nome di “geometria”.

Scrive Atiyah, medaglia Fields 1966: “In senso largo possiamo dire che la matematica nacque da problemi pratici associati, nell’ordine, al calcolo, alla geometria e alla fisica.  Lo sviluppo di un concetto adeguato del numero e una appropriata comprensione della sua relazione con la geometria e con la fisica fu la prima e maggiore preoccupazione dei matematici attraverso i secoli”.

Alla fisica, durante il secolo XX, si sono aggiunte altre scienze sperimentali, come la chimica, la biologia, la medicina, ed anche scienze umane come l’economia.  Lo studente interessato, per avere qualche idea più precisa, può utilmente consultare il volume “Le scienze matematiche” curato dall’Unione Matematica Italiana e pubblicato da Zanichelli nel 1973.

Non è da credere, però, che tutti i matematici prendano ispirazione, per le loro ricerche, dalla “realtà” o che siano preoccupati di risolvere problemi di altre scienze o che facciano della matematica utile nelle applicazioni.

Da decenni è invalso l’uso di distinguere la “matematica pura” dalla “matematica applicata”; ciascuna ha sostenitori accaniti e polemici.

C’è chi, come lo statunitense Marshall Stone (1903-1989), docente a Harvard, Yale e Chicago, in un articolo del 1961 (The revolution in mathematics, pubblicato su The american mathematical monthly, pag. 716-717) ha salutato come una grande rivoluzione il fatto che la matematica, nel secolo XX, si è completamente sganciata dal mondo fisico.  Ecco un brano del suo articolo riportato da M. Kline, Matematica.  La perdita della certezza, Mondatori, Milano 1985, pag. 323-324.

“Mentre dal 1900 hanno avuto luogo molti cambiamenti importanti nella nostra concezione e nelle nostre opinioni sulla matematica e su ciò che la riguarda, l’unico cambiamento che comporta una vera rivoluzione nelle idee è la scoperta che questa scienza è completamente indipendente dal mondo fisico […].  Ora si comprende che la matematica non ha alcun legame necessario con il mondo fisico, se si accetta il vago e mistificante vincolo che comporta l’affermazione che il pensiero ha luogo nel cervello.  Senza esagerare, si può dire che questa scoperta segni uno dei progressi più significativi nella storia della matematica […].

Quando ci soffermiamo a comparare la matematica odierna con il suo stato alla fine dell’Ottocento, rimaniamo certo stupiti constatando la velocità con cui essa è cresciuta in quantità e complessità, ma non dovremmo mancare di osservare quanto questo sviluppo sia strettamente legato con l’importanza particolare assunta dall’astrazione, e con un crescente interesse a identificare e analizzare modelli matematici generali.  In verità, a un più attento esame ci accorgiamo che questo nuovo orientamento, reso possibile solamente dal divorzio fra la matematica e le sue applicazioni, è stato la fonte della grande crescita e dell’enorme vitalità dimostrata dalla nostra scienza in questo secolo […].

Un matematico moderno preferirebbe caratterizzare positivamente la sua scienza, definendola lo studio di sistemi astratti generali, ciascuno dei quali è un edificio costruito con specifici elementi astratti e strutturato dalla presenza di relazioni, arbitrarie ma determinate senza ambiguità, che intercorrono fra questi elementi […].  Egli sosterrebbe che né questi sistemi né i mezzi forniti dalla logica per studiare le loro proprietà strutturali hanno qualche legame immediato, diretto o necessario con il mondo fisico […].  Infatti solo nella misura in cui la matematica è liberata dai vincoli che in passato l’ hanno legata ad alcuni aspetti particolari della realtà, questa scienza può diventare lo strumento estremamente flessibile e potente di cui abbiamo bisogno per penetrare in settori che vanno oltre la nostra portata.  Gli esempi che rafforzano questa tesi sono già numerosi […].”

Altri, invece, predicono un avvenire di sterilità a questo tipo di matematica.  E’ quello che fa Richard Courant (1888-1972), prima collaboratore di Hilbert a Gottinga e poi direttore dell’Istituto di matematica dell’Università di New York, rispondendo, nel 1962, all’articolo di Stone.  Ne riporto un brano dal citato volume di Kline (pag. 324-325).

L’articolo [di Stone] sostiene che noi viviamo in un’epoca di grandi successi matematici, che oltrepassano nettamente tutti i risultati raggiunti dall’antichità fino ai giorni nostri.  Il trionfo della «matematica moderna» viene attribuito a un principio fondamentale: l’astrazione e la cosciente separazione della matematica da ogni sostanza, fisica o di altro genere.  Dunque la mente matematica, liberata dalla zavorra, può librarsi fino ad altezze dalle quali la realtà che si trova in basso può essere osservata e dominata alla perfezione.

Non è mia intenzione distorcere o sminuire le affermazioni e le conclusioni pedagogiche dell’eminente autore; tuttavia come rivendicazione generica, come tentativo di tracciare una linea per la ricerca e, innanzitutto, per l’educazione, l’articolo sembra un segnale pericoloso e necessita senza dubbio di qualche integrazione.  Il pericolo di un’entusiastica esaltazione dell’astrazione è aggravato dal fatto che questa moda non difende affatto un nonsenso, ma promuove semplicemente una mezza verità, mentre non bisogna permettere che le mezze verità unilaterali eliminino gli aspetti vitali dell’equilibrio di una verità completa.

Certamente, il pensiero matematico opera per astrazione; le idee matematiche necessitano di progressivi raffinamenti astratti, dell’assiomatizzazione, di un processo di cristallizzazione.  E’ certamente vero, ed è stato chiaramente messo in evidenza da molto tempo, che le principali difficoltà della matematica scompaiono se si abbandona il pregiudizio metafisico di intendere i concetti matematici come descrizioni di una realtà in qualche modo sostanziale.

Tuttavia, la linfa vitale della nostra scienza scorre attraverso le sue radici; queste radici, con infinite ramificazioni, penetrano profondamente in qualcosa che può essere chiamato realtà, sia tale «realtà» la meccanica, la fisica, la forma biologica, il comportamento economico, la geodesia o, sotto questo aspetto, altra sostanza matematica già appartenente al regno di ciò che è familiare.  L’astrazione e la generalizzazione non hanno per la matematica un ruolo più importante dell’individualità dei fenomeni e, soprattutto, non sono più essenziali dell’intuizione induttiva.  Solo l’interazione e la sintesi fra queste forze possono mantenere in vita la matematica e impedire che essa si inaridisca fino a diventare un morto scheletro. Dobbiamo combattere contro i tentativi di indirizzare unilateralmente lo sviluppo verso un unico polo di questa vitale antinomia.

Non dobbiamo accettare il vecchio non senso blasfemo che indica come giustificazione ultima della scienza matematica «la glorificazione della mente umana». Non dobbiamo permettere che la matematica si divida e si dirami in una varietà «pura» e in una varietà «applicata»; essa deve rimanere e affermarsi sempre più come un unico filo conduttore nell’ampio corso della scienza e occorre impedire che si trasformi in un piccolo torrentello secondario che potrebbe scomparire nella sabbia.

Le tendenze divergenti sono immanenti alla matematica e tuttavia dimostrano la presenza di un costante pericolo. I fanatici della tendenza isolazionista verso l’astrazione sono realmente pericolosi, ma altrettanto pericolosi sono i reazionari conservatori che non distinguono fra false pretese e aspirazioni sincere”.

Mi sembrano sagge le seguenti parole di John von Neumann (1903-1957), uno dei matematici più profondi e versatili del XX secolo, scritte nell’articolo The Mathematician (1947) riportate da Kline a pagina 318.

“Quando una disciplina matematica si allontana di molto dalla sua fonte empirica o, il che è ancor peggio, se per due o tre generazioni viene ispirata solo indirettamente dalla «realtà», essa corre pericoli estremamente gravi. Diventa sempre più un’attività puramente estetica, sempre più l’art pour l’art. Questo fatto non è necessariamente negativo, se il campo è attorniato da soggetti che mantengono stretti legami empirici, oppure se la teoria è dominata dall’influenza di uomini con uno spirito di altissimo livello. Ma esiste il grave pericolo che la disciplina si sviluppi lungo la linea che offre minor resistenza; è possibile che la corrente, così lontana dalla sua fonte, si separi in una moltitudine di diramazioni insignificanti e quella disciplina diventi una massa disorganizzata di dettagli e nozioni complesse. In altre parole, una disciplina matematica che si trovi a grande distanza dalla sua fonte empirica, o abbia generato per troppo tempo molte filiazioni sterili e astratte, corre il rischio di degenerare. Da principio lo stile è generalmente classico; quando da segni di diventare barocco, ecco il segnale di pericolo […]. In ogni caso, una volta raggiunto questo stadio mi sembra che l’unico rimedio sia ringiovanire ritornando alla fonte: occorre introdurre nuovamente idee derivate, in minore o maggior grado, dall’esperienza. Sono convinto che questa sia stata una condizione necessaria per conservare la freschezza e la vitalità della matematica, e che altrettanto valga per il futuro”.

Fra matematici “puri” e matematici “applicati” sembra non corra buon sangue come testimonia il seguente brano di M. Kline (o.c. pag. 329) che, essendo un fisico matematico, è chiaramente uomo di parte.

“La polemica fra matematici puri e applicati continua, e poiché ora sono i puri a dettare le regole del gioco, essi possono permettersi di guardare con sufficienza i loro fratelli traviati e persino di rimproverarli. Come ha notato Clifford E. Truesdell, ""matematico applicato" è un insulto che coloro che si considerano matematici "puri" rivolgono a quelli che essi giudicano persone impure […]. Ma la matematica "pura", come scoppio di una collera parricida di chi misconosce le origini della sensazione umana, come formula per esorcizzare l’impuro, è un male inventato nell’ultimo secolo […]". La matematica pura è diventata qualcosa di fine a se stesso, che neppure sa a quale scopo potrebbe servire; non è, in se stessa, uno stato di beatitudine. Lo spirito matematico aspira a scoprire qualcosa che valga la pena di conoscere. Nella situazione attuale la ricerca genera ricerca, che a sua volta genera ricerca. Oggi nel palazzo della matematica nessuno osa parlare di significati o di scopi: la matematica non deve essere contaminata dalla realtà. L’edera è cresciuta così fitta che i ricercatori dentro il palazzo non riescono più a vedere il mondo esterno, e questi intelletti prigionieri si beano del loro isolamento”. 

Al di la di ogni atteggiamento polemico, mi sembra che nello studio, e nell’insegnamento, della matematica si debba cercare di contemperare questi due aspetti fondamentali della matematica, presenti sempre nella sua lunga storia. 

1 - Aspetto conoscitivo – operativo: è la matematica che dalla realtà trae la sua ispirazione per produrre strumenti concettuali per capire il mondo, descriverlo, dominarlo. Da sempre la matematica si è rivolta a risolvere problemi e a rispondere ai grandi interrogativi che via via l’uomo si poneva sul significato della realtà che lo circonda. E oggi la matematica ha acquistato una maggiore capacità di interpretazione e di previsione nei riguardi dei fenomeni non solo naturali, ma anche economici e della vita sociale in genere.

2 - Aspetto conoscitivo – contemplativo: è la matematica che riflette su se stessa, che affronta i suoi problemi interni, sistema teorie in modo esteticamente gradevole, costruisce strumenti concettuali indipendentemente da qualsiasi relazione con la realtà, studia la consistenza delle sue stesse costruzioni culturali.

2 - Come la matematica studia la realtà

La realtà è spesso ricca, complessa, anche se apparentemente semplice. Consideriamo, per esempio, un dado. Sono molte le questioni che possiamo porci: che forma ha; di che cosa è fatto; quanto pesa;a che cosa serve; da dove viene; quanto costa; che cosa c’è scritto sulle facce, ecc.

In genere una scienza, e la matematica è fra queste, quando studia un oggetto, un fenomeno, non lo considera in tutta la sua complessità, ma opera delle semplificazioni, scarta delle qualità, prescinde da certi particolari e concentra la sua attenzione su quello che è rimasto.

Questa opera di semplificazione fa perdere molto della ricchezza del reale, ma è condizione essenziale per lo studio e la comprensione del fenomeno.

Del dado, per esempio, la matematica si interessa solo della sua forma. Lo idealizza, ne crea uno schema, un modello e questo, poi, studia: forma e numero delle facce, numero dei vertici, numero degli spigoli e mutue relazioni, parallelismo, perpendicolarità, uguaglianza di facce e spigoli, piani di simmetria, diagonali, ecc.

La matematica studia la realtà studiando i modelli che si è costruita. Naturalmente deve poi ritornare alla realtà per vedere la coerenza fra modello e realtà.

Modelli matematici possono essere figure, grafi, equazioni, trasformazioni, ecc.

Vediamo qualche esempio.

a - Il problema dei ponti di Könisberg.

Il fiume Pregel, che attraversa la città di Könisberg,  presenta due isole collegate tra di loro e con la terra ferma da   sette ponti come schematizzato nella figura:
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Il problema consiste nel fare una passeggiata in modo da attraversare tutti sette i ponti una ed una sola volta. Il primo che risolse il problema, il matematico svizzero Eulero, non andò da Pietroburgo, dove risiedeva, a Könisberg; risolse il problema a tavolino dopo essersi costruito un “modello matematico” della situazione.

Il modello era di estrema semplicità e conteneva i dati essenziali del problema.  Eccolo:
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Naturalmente i matematici non si sono fermati qui. Introdotta un conveniente terminologia (grafo, nodo, arco, nodo pari, nodo dispari, ecc.) hanno studiato, per esempio, quanti possono essere i nodi pari e i nodi dispari perché un grafo sia percorribile, ecc. Col tempo è nata la “teoria dei grafi”.

I prossimi due esempi sono tratti dal capitolo “successioni e algoritmi” del volume “Elementi di analisi matematica per il triennio delle scuole secondarie superiori” di G. Prodi-E. Magenes, Ed. D’Anna, Messina-Firenze, 1982.

 Alcune successioni interessanti

“Nel paragrafo precedente abbiamo visto che una successione può essere definita mediante un procedimento di ricorrenza. Ora ci proponiamo di fare vedere che questo procedimento non è solo un artificio matematico: anzi, molte successioni che servono per descrivere fenomeni naturali vengono spontaneamente introdotte mediante una relazione ricorrente. Infatti molti fenomeni del mondo reale hanno un loro ritmo naturale (ad es. con intervallo di un anno) e spesso la situazione che si verifica ad un certo tempo dipende in modo ben determinato da quella del tempo precedente (ad es. da quella dell’anno recedente).

Vediamo ora alcuni esempi.

Esempio 1. Un modello matematico: l’accrescimento geometrico

Supponiamo che una certa popolazione biologica aumenti ogni anno di una quantità proporzionale al numero degli individui presenti, con un coefficiente di proporzionalità k (che rappresenta l’eccedenza dei nati sui morti).

Allora indicando con an il numero dei soggetti presenti nell’anno n-simo, si ha

                                         an + 1 = an + kan = (1 + k)an

Si avrà allora     an = (1 + k)n ao; questa è una progressione geometrica con valore iniziale ao e ragione 1 + k. In questo caso si dice che vale la legge dell’accrescimento geometrico (o naturale).

Esempio 2. Un altro modello: l’accrescimento con risorse limitate

L’accrescimento geometrico di una popolazione biologica si può verificare solo quanto è disponibile una quantità illimitata di risorse alimentari. Supponiamo ora che, nell’ambiente dove vive una certa popolazione biologica, vi sia una quantità di cibo bastante solo per b individui e supponiamo che l’incremento annuale della popolazione sia proporzionale alla quantità di risorse non ancora sfruttate.

Indicando con an il numero degli individui presenti nell’anno n-simo, l’incremento annuale sarà dato da k (b – an), dove k è una costante (0 < k < 1).

Allora, l’andamento della popolazione è dato dalla relazione ricorrente

an+1 = an + k (b – an)                                                                  (7)

Per avere un’idea dell’andamento della successione an, è opportuno fare il calcolo diretto in un caso particolare.

Prendiamo:

b = 1000         ao = 600          k = 0,4

	Naturalmente, il calcolo diventa rapido ed interessante se si usa un piccolo calcolatore programmabile.

La tabella qui a fianco riporta il risultato; si nota che an si avvicina sempre più a 1000 (procedendo si troverebbe a20 = 999,986).

Questa circostanza è in accordo con ciò che ci si può attendere; infatti è abbastanza naturale che la popolazione cresca in modo da esaurire tutte le risorse che ha a disposizione.

Il significato di b ci fa pensare che sia più espressivo prendere come incognita b – an anziché an.

Poniamo dunque


	n
	 an

	
	0
	600

	
	1
	760

	
	2
	856

	
	3
	913,6

	
	4
	948,16

	
	5
	968,896

	
	6
	981,338

	
	7
	988,803

	
	8
	993,282

	
	9
	995,969

	
	10
	997,581


xn = b – an                                                       (8)

Questa relazione ci dà an = b – xn e, naturalmente, an+1 = b – xn+1. Sostituendo nella (7) si ottiene una relazione ricorrente per la successione xn:

xn+1 = (1 – k) xn
La successione xn è dunque una progressione geometrica di ragione (1 – k); si ha allora, tenendo presente che xo = b - ao
xn = (b – ao) (1 – k)n
Dalla (8) si ricava infine

an = b – (b – ao) (1 – k)n
Siamo così riusciti a calcolare il termine generale della nostra successione.”

3 - Nasce il sistema assiomatico

Ad un certo punto della matematizzazione di un fenomeno, quando cioè lo studio del modello creato è abbastanza maturo, la matematica si trova davanti ad una vasta collezione di “fatti” matematici: concetti, relazioni, teoremi, eventuali collegamenti con altre teorie.

La matematica, allora, si domanda: tutti questi “fatti” devono essere posti sullo stesso piano oppure possiamo stabilire fra di essi una certa gerarchia?

In altre parole: i rapporti fra questi “fatti” sono solo orizzontali o possono essere anche verticali nel senso che possiamo privilegiare alcuni tra questi “fatti” e da essi, applicando certe regole concordate in precedenza (metodi dimostrativi), ricavare gli altri?

Questa domanda vale soprattutto per le teorie che sono alla base dell’edificio matematico, almeno dell’edificio elementare, e cioè aritmetica, geometria, insiemi.

La risposta può essere così formulata: la matematica è necessariamente ed inguaribilmente gerarchica.
Questa affermazione ha due significati.

Il primo riguarda i rapporti tra i “fatti” di una teoria.

Un “fatto” può essere “gerarchicamente più elevato” per la sua importanza storica, per la sua importanza concettuale (da lui dipendono altri “fatti”) o per la sua pervasività (lo si trova in teorie diverse).

Per esempio, il concetto di numero primo è più importante di quello di numero parimenti pari o di numero perfetto.

Il teorema di divisibilità in N, il quale garantisce che ad ogni coppia ordinata (a,b) con b diverso da 0 si può associare una ed una sola coppia (q,r) con 0( r<b tale che   a=bq+r,   è più importante del teorema che assicura che due numeri consecutivi sono primi fra di loro.

Il primo, infatti, vale in N, Z, P[x], negli anelli euclidei, mentre il secondo fa solo una fugace apparizione in N.

Il secondo riguarda la struttura stessa di una teoria.

In essa ci sono termini, cioè concetti e relazioni, e teoremi. I primi si definiscono, i secondi si dimostrano.

Definire un termine significa fissarne i confini, delimitarlo. In altre parole, fissarne il significato. Così dicendo che triangolo è un poligono di tre lati, fisso il significato della parola nell’ambito della classe dei poligoni.

Che cosa succede in una teoria razionale quale vuol essere la matematica?

A – Non è possibile definire esplicitamente ogni concetto. Ogni definizione, infatti, fa ricorso a concetti già noti i quali, a loro volta, devono essere definiti.

Se, per esempio, definiamo “numero primo” un numero maggiore di 1 che ha esattamente due divisori devo conoscere che cosa significa “maggiore” e “divisore”. Questi due concetti devono essere definiti in termini di altri concetti già noti che a loro volta devono essere definiti in termini di altri concetti già noti, ecc.

Se vogliamo evitare un circolo vizioso, che non produce nessuna definizione, ed il regresso all’infinito, ugualmente sterile, è gioco forza scegliere alcuni concetti senza darne una esplicita definizione. Questi sono i concetti primitivi. Applicando ad essi le regole di definizione si introducono nuovi concetti che possiamo chiamare concetti definiti o derivati.
Nella geometria elementare, per esempio di solito si assumono come primitivi i concetti di punto, retta, piano; nella aritmetica (di Peano) quelli di numero, zero, successivo; nella teoria degli insiemi (alla Zermelo-Fraenkel) quelli di insieme, elemento, appartenenza.
In matematica si usano vari tipi di definizioni.

· Definizioni reali con le quali si cerca di esprimere l’essenza, gli elementi costitutivi dell’ente considerato. Questa definizione viene data per “genere prossimo e differenza specifica”, cioè descrivere la classe cui appartiene l’ente (genere) e le caratteristiche che lo distinguono dagli altri elementi della classe (differenza specifica). Esempio: triangolo = poligono (genere) con tre lati (differenza specifica). Ora, nella matematica si preferiscono le

· Definizioni nominali: consistono nell’attribuire un nome nuovo ad una combinazione di concetti già noti. Sono di questo tipo, per esempio, la definizione del numero e , di derivata, di integrale, ecc.

· Si usano anche definizioni negative come quando si definisce numero irrazionale un numero che non è razionale.

· Vi sono definizioni per astrazione mediante un “passaggio al quoziente” come quelle di direzione di una retta, di numero intero, di numero razionale, ecc.

· In aritmetica si usano molto le definizioni per induzione. Sono definizioni operative che forniscono un algoritmo per costruire un certo ente. Esempio: addizione tra numeri naturali: a+0=a; a+succ(b)=succ(a+b).

Conviene osservare esplicitamente che una definizione non fa esistere l’ente che viene definito.

L’esistenza dovrà essere accertata con altri strumenti.

Queste brevi considerazioni vanno completate con lo studio dei seguenti due articoli;

G. Peano, Le definizioni in matematica, ne L’Insegnamento della Matematica e delle Scienze Integrate (IMSI), vol. 23 A N. 3 maggio 2000;

M. Borga, Una grande varietà di modi di definire, IMSI, vol. 23 A-B N.6 novembre-dicembre 2000.

Terminiamo queste considerazioni con due citazioni, la prima tratta dal già citato volume di Bellissima–Pagli e la seconda da C. Bernardi, La logica nella scuola secondaria, IMSI, vol. 16 N. 11-12 novembre-dicembre 1993.

“Definizione 
Il termine greco, òros o orismòs (Euclide usa il primo), contiene lo stesso concetto di «confine », «determinazione» (da cui «orizzonte»), della parola latina definitio, da definire, e quindi da finis, confine. Il senso generale di stabilire confini, delimitare, si applica anche relativamente ai significati. Quindi definizione come l’atto di fissare normativamente un senso preciso. La storia della definizione, in matematica e logica, si intreccia fino a coincidere con la storia del metodo assiomatico. Aristotele per primo stabilì esplicitamente il criterio di assumere come «primitivi», non richiedenti una definizione, un certo numero di concetti e definire poi tutti gli altri ricorrendo solo a questi. In tal modo viene evitato un regresso all’infinito. Il criterio per stabilire la correttezza del procedimento consisteva nel poter «sostituire la definizione al posto del definito» (Topici VII, 4). La logica medioevale distinse la situazione in cui il definito è considerato come un termine che si stabilisce arbitrariamente per mezzo di termini noti, da quella in cui è un ente che si pone in relazione con altri enti(nel mondo reale o in un mondo concettuale). Nel primo caso si ha la cosiddetta definizione nominale (quid nominis), nel secondo quella reale (quid rei). (Aristotele e i Greci consideravano solo queste ultime).Proprio attraverso la matematica però, le definizioni nominali acquistarono un rilievo sempre maggiore. Leibniz mantenne, rinnovandola, la distinzione tra definizioni nominali e reali: queste ultime sono quelle che includono il giudizio sulla possibilità (o realtà logica) di ciò che viene definito. Ma questa valutazione non cambia la natura della definizione: aggiunge una richiesta di esistenza. Tutto questo però riguarda poco la matematica: per quest’ultima la novità più notevole è, nella seconda metà dell’Ottocento, l’idea che gli assiomi di una teoria (in quel caso la geometria) costituiscano delle «definizioni implicite» dei concetti primitivi della teoria stessa, una interpretazione più psicologica che logica che è entrata nel bagaglio delle idee comuni della matematica. Il vero problema delle definizioni(a parte le cautele ovvie riguardo a eventuali circolarità, non univocità etc., che la logica ha esplicitato formalmente) è il fatto di essere da un lato intrinsecamente non essenziali (un concetto definito si deve sempre poter eliminare riportandolo appunto ai concetti che lo definiscono) e dall’altro praticamente indispensabili. Riportare la definizione di numero reale ai due concetti primitivi di «insieme» e «appartenenza», ad esempio, renderebbe il concetto incomprensibile e l’analisi matematica assolutamente impossibile.”

“Le definizioni. Gli studenti incontrano definizioni in matematica, ma sono anche abituati, nello studio dell’italiano, a cercare definizioni sul dizionario. Le due situazioni sono radicalmente diverse. In primo luogo in un dizionario si accettano circoli viziosi, che sono invece tassativamente proibiti in matematica. Inoltre, l’ordine secondo cui sono riportate le definizioni è casuale nel dizionario (l’ordine alfabetico è puramente convenzionale), mentre è molto rigido in matematica. Ancora, gli esempi hanno un preciso valore nel dizionario, in quanto permettono di descrivere l’uso del termine in questione e di chiarirne il significato, mentre in matematica gli esempi hanno solo uno scopo didattico perché, a rigore, non aggiungono nulla alla definizione stessa. Infine, a differenza di quanto avviene nel dizionario, una definizione matematica serve anche per abbreviare: si sostituisce una sola parola al posto di una locuzione più lunga.

Esaminiamo un paio di definizioni.

“Una retta si dice perpendicolare a un piano quando la sua proiezione su quel piano si riduce a un punto”. Questa frase non è accettabile come definizione, Almeno se il concetto di proiezione viene introdotto nel modo usuale: non è lecito definire la perpendicolarità rifacendosi alle proiezioni e definire le proiezioni rifacendosi alla perpendicolarità. Si noti, peraltro, che la frase precedente diventa corretta se viene modificata in una condizione necessaria e sufficiente: “una retta è perpendicolare a un piano se e solo se …”

Talora per convincere i ragazzi che a0=1, si ragiona così:

a0=a3-3=a3:a3=1.

Abbiamo dimostrato una definizione? Evidentemente no, perché questo non avrebbe alcun senso. Ma qualche cosa abbiamo effettivamente dimostrato: che se vogliamo che le proprietà delle potenze ad esponente intero positivo continuino a valere per altri esponenti, allora l’unica possibilità è accettare quella definizione.”

Che cosa succede, in una teoria razionale, a proposito dei teoremi, cioè delle proposizioni che devono essere dimostrate?

B – Non si può dimostrare tutto: ogni dimostrazione si basa su fatti già noti che a loro volta devono essere dimostrati.

Anche qui se vogliamo evitare circoli viziosi o regressi all’infinito bisogna fissare un gruppo di enunciati dei quali non si da alcuna dimostrazione, ma sui quali riposa, in ultima analisi la dimostrazione di tutti gli altri enunciati, cioè dei teoremi. Queste proposizioni di cui non si da dimostrazione sono gli assiomi (o postulati).

Di solito, ma non sempre, gli assiomi si riferiscono direttamente ai concetti primitivi e ne dettano le norme di comportamento.

Per esempio, in geometria troviamo il postulato: “per due punti distinti passa una ed una sola retta”; esso stabilisce i rapporti fra i due concetti primitivi di punto e retta.

Nella aritmetica (di Peano) è un postulato: “lo zero non è successivo di alcun numero” che coinvolge i tre concetti primitivi di Peano.

Nella teoria degli insiemi (di Zermelo-Fraenkel) vi è il postulato di specificazione: “dato un qualunque insieme A ed una qualunque proprietà P esiste l’insieme formato da tutti e soli gli elementi di A che verificano la proprietà P” che coinvolge i concetti primitivi di insieme ed elemento, e in modo camuffato, quello di appartenenza.

Dal più volte citato volume di Bellissima-Pagli riporto le due pagine seguenti.

“Assioma
L’etimologia è diretta: dal greco axìoma (onore, pregio, potenza) trasferito direttamente nel latino tardo (Apuleio, II secolo d.C.). Da àxios, che significa degno, di valore, ed è connesso con àghein, guidare. Termine, nella storia, più filosofico che matematico. Aristotele: «un principio che è necessario avere per acquisire qualsiasi cosa è un assioma». (An. Post., I,2,72a 17) In questo passo il termine contrapposto ad assioma è quello di thèsis, vale a dire ciò che è posto (noi diremmo «ipotesi») per un problema o un ragionamento specifico. Parlando degli assiomi spesso Aristotele dice koinà axiòmata tradotto di solito con notiones communes, nozioni comuni, anche se axiòmata ha un senso più intenso del generico notiones. Si può ricordare che Euclide impiega, per gli assiomi nel senso aristotelico, il termine koinaì ènnoiai (queste sì, letteralmente, «nozioni comuni»), di origine democritea, distaccandosi in tal modo, certo consciamente, dal lessico aristotelico. Tornando ad Aristotele, queste «proposizioni prime da cui parte la dimostrazione» (An.Post. I,10,76b 14) hanno come esempio fondamentale il principio di non contraddizione, da cui addirittura deriverebbero tutte le altre. In questa accezione quindi l’assioma, completamente diverso dall’ipotesi e dal postulato, è un principio che appare immediatamente evidente, e questo significato si è mantenuto costante in tutta l’antichità e nell’epoca moderna. «I principi immediati non sono conosciuti per il tramite di qualche termine medio, ma attraverso la conoscenza dei loro stessi termini. Posto che si sappia che cosa è il tutto e che cosa è la parte, si riconosce che il tutto è maggiore della parte, giacchè in tutte le proposizioni di questa specie il predicato è compreso nella nozione del soggetto». (Tommaso, In I Post., Lezione 5). Cioè la verità di un assioma è riconosciuta dalla intuizione diretta dei termini che vi compaiono e lo costituiscono. Tuttavia, gli Stoici e in seguito Apuleio usarono il termine assioma per indicare semplicemente un enunciato dichiarativo, quello che Aristotele denomina «apofantico», e che il latino traduceva come enuntiatio. Boezio trasmise axìoma (nel senso aristotelico) al Medioevo, ma gli Scolastici poi lo tradussero con degnità, etimologicamente corretto, che noi conosciamo piuttosto tramite Vico: il termine, che non si è mantenuto, venne usato in precedenza in un contesto completamente diverso, a indicare le potenze dell’incognita nelle equazioni. Tornando ancora al contenuto logico e matematico della parola, un problema cruciale è la distinzione, già precisa in Euclide, tra assiomi e postulati. Un’analisi più dettagliata compare alla successiva voce «postulato», mentre qui ci limitiamo a riportare la posizione diffusa nell’antichità. Secondo Proclo i postulati sono i principi particolari della geometria, mentre gli assiomi sono comuni alle varie scienze, perché esprimono proprietà generali dell’uguaglianza tra grandezze. Come è noto il punto di vista moderno ha annullato questa distinzione, con la prevedibile conseguenza, tra l’altro, della progressiva rarefazione di uno dei due termini.

Postulato
Il vocabolo latino postulatum deriva da postulare, «richiedere ripetutamente, con insistenza», ampliamento del verbo posco, «chiedere», della stessa radice di precor, «pregare». Il termine greco aìtema ha più o meno lo stesso tipo di significato e di ascendenza. La definizione usuale è quella di «supposizione o richiesta che si fa all’inizio della geometria o di altra scienza razionale, da cui dedurre logicamente le conseguenze».

Il termine «postulato» si trova evidentemente ad interferire con quello di «assioma»: Aristotele segnala già la differenza tra le due parole introdotta dai Pitagorici, e anche Euclide distingue gli aitèmata (postulati), dalle koinaì ènnoiai, termine (probabilmente democriteo) da lui impiegato per «assiomi».

Ma qual era questa distinzione? Secondo Gemino, citato da Proclo, trai due tipi di assunzioni esiste la stessa differenza che fra i teoremi e i problemi, in quanto gli assiomi enunciano delle relazioni, per cui certe proprietà appaiono conseguenza di certe altre, mentre i postulati forniscono certe costruzioni elementari da cui risulta l’esistenza di figure soddisfacenti a certe condizioni. Questo rispecchia la funzione che le due classi di concetti hanno in Euclide, ma, come già osservato, è anche vero che negli Elementi le «nozioni comuni» sono date come proposizioni fondamentali (verità evidenti) per tutte le scienze in generale, mentre i postulati compaiono come premesse di una scienza particolare, la geometria, (e, effettivamente, riguardano l’esistenza di certi enti geometrici). La tensione tra i due concetti continua lungo tutto il Medioevo fino a Leibniz e oltre, con periodiche progressioni alla speranza platonica di una eliminazione dei postulati e la costituzione di una scienza assoluta fondata solo sugli assiomi e sulle definizioni.

In seguito tuttavia la differenza tende ad attenuarsi, e si annulla nel ‘900 a causa della sempre minore importanza assunta dalle considerazioni di evidenza e a causa del carattere sempre più formale (e, in ultima analisi, convenzionale e pragmatico) delle proposizioni iniziali delle teorie matematiche. Nelle teorie formalizzate, volendo mantenere la distinzione pitagorico-aristotelico-euclidea, dovremmo chiamare «assiomi» di una teoria quelli che abbiamo denominato assiomi logici, e «postulati» quelli specifici, ma questa distinzione lessicale non è in uso. La convergenza di due parole su un unico significato porta generalmente alla progressiva sparizione di una di esse; nel nostro caso si può osservare, nella secolare dialettica tra i due termini, la sempre minore diffusione di «postulato». Come si è visto anche nel corso del volume, oggi si parla, oltre che di assiomi logici e specifici in logica, anche di assiomi dei gruppi, dei reali, di assioma di scelta etc.. Il termine postulato, ormai relegato nell’ambito della geometria euclidea nella scuola secondaria, o dei resoconti storici sul problema del quinto postulato, sembra destinato a scomparire.”

A proposito di concetti primitivi e di assiomi si pone il seguente problema: in base a quali criteri debbono essere scelti?

Storicamente sono state date due risposte.

1 – Assiomatica classica
Una prima corrente di pensiero, partendo dal presupposto che dimostrabilità di un asserto e verità coincidono, dà questa risposta: siccome dimostrare una proposizione significa provare che è vera, nel risalire da una premessa ad un’altra ci si arresterà necessariamente quando si incontrano proposizioni che sono vere di per sé, che sono evidenti.

In questa prospettiva gli assiomi sono proposizioni vere, evidenti, che non possono essere dimostrate.

Analogamente i concetti primitivi sono concetti semplici, intuitivi, immediati che non hanno bisogno di alcuna definizione.

Assiomi e concetti primitivi ci sono forniti dalla esperienza del mondo fisico anche se possono essere soggetti ad idealizzazioni.

Questa concezione, chiamata della “Assiomatica classica” è stata universalmente accettata fino al secolo XIX.

Le sue caratteristiche sono due:

a – gli oggetti cui si riferiscono gli assiomi sono intuitivamente noti fin dall’inizio e non vengono definiti dagli assiomi neppure in modo implicito;

b – questi, poi, sono affermazioni vere, giuste evidenti.

Essi sono i principi fondamentali di una scienza perché sono più noti delle altre proposizioni; costituiscono non solo il punto di partenza della catena deduttiva di una scienza, ma anche, con la loro verità, garantiscono la verità di tutte le conseguenze logicamente dedotte.

Un esempio tipico di assiomatica classica è quella contenuta negli Elementi di Euclide.

Con uno slogan potremmo dire che secondo l’assiomatica classica “concetti primitivi e assiomi si nasce, non si diventa”.

Una teoria assiomatica nella quale concetti primitivi e assiomi hanno queste caratteristiche è certamente vera (l’evidenza è criterio sicuro di verità) e, quindi, non contraddittoria.

Esercizi
1 – Che cosa significano, etimologicamente, tesi e ipotesi?

2 – Esistono concetti primitivi negli Elementi di Euclide? (vedere I “termini” del libro 1 per la geometria e del libro 7 per l’aritmetica).

3 – Dare esempi di definizioni che costituiscono un circolo vizioso.

4 – Che cosa è una definizione per induzione? Dare qualche esempio.

5 – Nel teorema “Esistono infiniti numeri primi” quali sono le ipotesi? Quale la tesi?

6 – L’affermazione: “a°=1” è una definizione o un teorema?

7 – Che cosa dice il quinto postulato di Euclide?

2 – Assiomatica moderna

La concezione classica dell’assiomatica, fino verso la fine del secolo XIX, non fu mai contestata neppure da quei matematici che ritenevano poco evidente il V postulato di Euclide e lo sostituivano con qualche assioma equivalente ritenuto da essi, a torto o a ragione, più intuitivo.

Durante il secolo XIX, però, si fa strada un’altra concezione dell’assiomatica che viene, di solito, chiamata moderna.

Alcune cause storiche di questo cambiamento sono le seguenti.

a – La nascita delle geometrie non euclidee e la scoperta della loro coerenza. Si tratta di geometrie i cui assiomi non sembrano evidenti. Si pensi alla geometria iperbolica, il cui assioma caratteristico richiede l’esistenza di due rette parallele, una per ciascuno verso, da un punto ad una retta assegnata. Questo fatto diede una forte scossa alla necessità di basarsi sull’evidenza nella scelta degli assiomi perché le geometrie non euclidee mostravano che l’evidenza intuitiva non era condizione necessaria per la coerenza di una teoria.

b – Anche la scoperta di curve continue senza tangenti, delle curve che riempiono tutto un quadrato, come pure lo sviluppo della logica formale e dell’algebra astratta, che prescindono dall’evidenza, contribuirono a diminuire la fiducia nell’evidenza intuitiva.

c – La constatazione, infine, che proprio l’accettazione di nozioni intuitive nella teoria degli insiemi, come vedremo, aveva portato alla scoperta di antinomie, mostrò che l’evidenza non sembra neppure condizione sufficiente per la coerenza di una teoria.

Si fa, così, strada, fino a diventare ormai predominante, la concezione moderna dell’assiomatica.

Essa non accetta più l’identificazione della verità di un asserto con la sua dimostrabilità, non fa più ricorso all’evidenza per scegliere gli assiomi e non si pone più il problema della verità degli assiomi.

Secondo questa corrente di pensiero nel risalire da una premessa all’altra ci si deve fermare per una necessità di fatto, per evitare, cioè, un regresso all’infinito o un procedimento circolare che toglierebbe ogni valore alle deduzioni.

Gli assiomi sono semplicemente delle proposizioni, scelte arbitrariamente, da mettere all’inizio della catena deduttiva di una teoria, indipendentemente dal loro significato e dalla loro evidenza.

I concetti primitivi non sono altro che simboli i quali devono ubbidire agli assiomi che ne costituiscono la definizione implicita.

In una simile concezione tutto deve essere esplicito: assiomi, concetti primitivi, regole di deduzione e nessuna proposizione può venire accettata se non viene rigorosamente dedotta, immediatamente o no, dagli assiomi.

Siccome non interessa quello che dicono, il loro significato, gli assiomi, come pure i concetti primitivi, possono essere espressi semplicemente con dei simboli sui quali si può istituire un calcolo.

La concezione moderna della assiomatica offre alcuni vantaggi.

A – Libertà nella scelta degli assiomi. Non essendo più legato all’evidenza, il matematico, fra tutte le proposizioni di una teoria, può scegliere come assiomi quelle che meglio crede lasciandosi guidare dalla sua intuizione, dal senso estetico, da motivi pratici. Scrive a questo proposito Giovanni Vailati (1863-1909): “Invece di concepire la differenza tra i postulati e le altre proposizioni come consistente nel possesso, da parte dei primi, di qualche speciale carattere che li renda per se stessi più accettabili, più evidenti, meno discutibili, i logici matematici vedono nei postulati delle proposizioni come tutte le altre, la cui scelta può essere diversa a seconda degli scopi ai quali la trattazione mira […]. I postulati hanno dovuto, cioè, rinunciare a quella specie di “diritto divino” di cui sembrava investirli la loro pretesa evidenza e rassegnarsi a diventare, invece che gli “arbitri”, i “servi servorum”, i semplici “impiegati” delle grandi “associazioni” di proposizioni che costituiscono i vari rami della matematica (Citato da E. Carruccio, Appunti di storia delle matematiche, della logica, della metamatematica, Pitagora, Bologna 1977, pag.337-338).

In questo modo si spiega l’esistenza di più assiomatizzazioni, per esempio, della geometria elementare, dell’aritmetica, l’esistenza della geometria non euclidea, non archimedea, ecc.

B – Siccome si prescinde dal “contenuto” degli assiomi e dalla “natura” dei concetti primitivi, un sistema assiomatico non è più legato ai “fatti” da cui ha tratto origine, ma può essere applicato a situazioni molto diverse. Così, per esempio, gli assiomi che definiscono un gruppo riescono a descrivere e a padroneggiare insiemi finiti e insiemi infiniti, numeri, funzioni, trasformazioni geometriche, ecc.

C – E’ garantito un maggior rigore nei ragionamenti avendo eliminato le suggestioni della intuizione.

Con uno slogan: “concetti primitivi e assiomi non si nasce, ma si diventa”.

Nella concezione moderna dell’assiomatica nascono alcuni problemi metateorici che è bene descrivere. Le pagine seguenti sono state tratte da E. Agazzi-D. Palladino, Le geometrie non euclidee, e i fondamenti della geometria dal punto di vista elementare, La Scuola, Brescia 1998, pag.20-24.

4 – Problemi metateorici dell’assiomatica moderna
“Nelle pagine precedenti abbiamo parlato dell’aspetto sintattico e di quello semantico come di due lati distinti ma solidali di un medesimo costrutto di sapere. Storicamente, tuttavia, essi non sono stati distinti con altrettanta chiarezza. Infatti, come già si è accennato, l’aspetto semantico era nella tradizione di gran lunga prevalente, venendo concepita ogni scienza come un sistema di proposizioni vere, mentre il momento sintattico veniva al massimo adombrato nelle sistemazioni della logica formale. Fu proprio l’avvento delle geometrie non euclidee uno degli eventi che diedero l’avvio ad una profonda affermazione del punto di vista sintattico in seno alle discipline matematiche e questo raggiunse, tra la fine del secolo scorso [ secolo XIX ] e i primi decenni del nostro [ secolo XX ], un’accentuazione talmente esclusiva, da far quasi perdere di vista la dimensione semantica. Le teorie matematiche vennero concepite non più come sistemi di proposizioni vere a proposito di certi ambiti di oggetti matematici (come punti, rette, piani, numeri naturali, razionali, reali, complessi e così via), bensì come sistemi di formule vuote di significato e tenute assieme da puri nessi di concatenazione deduttiva. Il nuovo punto di vista astratto e formalistico faceva però improvvisamente sorgere per le teorie assiomatiche dei problemi assai importanti e avvincenti, che la concezione tradizionale non aveva dovuto affrontare.

Il primo e più rilevante problema è quello della coerenza o non contraddittorietà dei sistemi di assiomi. E’ chiaro che, fintanto che questi erano ritenuti proposizioni vere, si poteva stare tranquilli che, deducendo correttamente da essi delle ulteriori proposizioni, non ci si poteva imbattere in contraddizioni, le quali sono sempre esprimibili sotto forma di proposizioni false (anzi, addirittura necessariamente false). Ma, una volta ammesso che gli assiomi sono degli enunciati né veri né falsi, questa garanzia veniva a cadere di colpo e bisognava tutelarsi contro la possibilità che, procedendo da essi con deduzioni formalmente ineccepibili e corrette, si potesse tuttavia metter capo a contraddizioni. Proprio la lunga controversia circa la non contraddittorietà delle geometrie non euclidee, come vedremo, fece avvertire l’urgenza e la non banalità del problema. Questa cautela non è motivata soltanto da ragioni per così dire “estetiche” di ripugnanza verso la contraddizione, ma da ragioni logiche ben più sostanziali. Infatti già la logica medioevale aveva scoperto una legge fondamentale, che veniva enunciata nella formula “ex contradictione sequitur quodlibet” (ossia: “da una contraddizione deriva qualsiasi conseguenza”): tale principio, noto come “legge di Duns Scoto”, conserva la sua validità anche all’interno dei calcoli logici moderni
. Pertanto, se si ammette un insieme di premesse intrinsecamente contraddittorio, da questo si può ricavare correttamente qualunque conseguenza, il che rende praticamente inutile l’intero sistema di assiomi (in quanto si può formulare a casaccio qualsiasi enunciato nel linguaggio del sistema e già si sa che esso è dimostrabile, senza darsi la pena di provarlo).

Una ragione più sostanziale risiede nel fatto che, in tale situazione, si può dimostrare correttamente la negazione di ciascuno degli assiomi, cosicché un sistema di assiomi contraddittorio giungerebbe a “togliere se stesso”, ad autodistruggersi. Perfino certe logiche contemporanee dette “non classiche”, le quali ammettono un limitato uso di dimostrazioni a partire da premesse contradditorie (si tratta delle logiche “paraconsistenti”), si cautelano in modo da non incorrere in questa forma di contraddizione detta “banalizzante”, ossia da non cadere sotto la legge di Duns Scoto. Per queste ragioni si comprende tutta la tematica circa la non contraddittorietà che, come si vedrà meglio in seguito, ha preoccupato la logica matematica del nostro secolo.

Una seconda questione è quella della reciproca indipendenza degli assiomi, anch’essa non avvertita se non in forme molto attenuate in seno alla prospettiva classica. Questa, infatti, concependo gli assiomi come principi evidenti di una certa teoria, dotati proprio per questo di una particolare semplicità, dava facilmente per scontato che essi fossero fra di loro indipendenti, ossia che nessuno di essi potesse venir ottenuto come teorema a partire dai rimanenti, sembrando a ciò sufficiente constatare che, in base al significato di ciascuno, apparisse evidente che essi enunciavano proprietà ben distinte degli enti di cui la teoria si occupava. Una volta negato agli assiomi il carattere di proposizioni fornite di significato preciso, nasceva invece il problema di stabilire la loro effettiva indipendenza deduttiva, se non altro per non assumere più proposizioni primitive di quante fossero effettivamente necessarie.

Da ultimo, un problema di notevole importanza, sfuggito quasi per intero alla prospettiva classica, è quello della completezza del sistema di assiomi. Con tale requisito si intende riferirsi al fatto che, intuitivamente parlando, gli assiomi posti inizialmente devono risultare sufficienti per l’effettiva deduzione di tutte le proposizioni ammesse entro una teoria. A questo proposito basti dire che soltanto nella seconda metà del secolo scorso [ secolo XIX ] ci si rese conto che, per ottenere in modo veramente esplicito e corretto tutti i teoremi della geometria euclidea, era necessario formulare altri assiomi oltre a quelli già ammessi da Euclide.

Un aspetto particolarmente interessante dell’intera questione è che questi tre problemi sono imparentati fra loro, e che la loro soluzione può essere ricondotta, in ultima istanza, a un problema di non contraddittorietà. Infatti, il problema dell’indipendenza di un assioma A da un certo sistema di assiomi S può essere formulato imponendo che sia non contraddittorio tanto S unito ad A, quando S unito alla negazione di A, supposto, ovviamente, che S sia per conto suo non contraddittorio
.

Quanto alla completezza, il modo per formulare sintatticamente questo requisito è il seguente: se un sistema di assiomi è tale che, aggiungendo ad esso un nuovo enunciato che non ne sia logicamente derivabile, esso diviene contraddittorio, allora esso è completo.

Come si vede, in entrambi i casi l’appello ultimo è fatto a una dimostrazione di contraddittorietà o non contraddittorietà. Non è il caso che procediamo ora ad un’analisi più dettagliata di questi problemi, dal momento che proprio la presentazione della geometria euclidea e di quelle non euclidee fornirà, nel seguito di quest’opera, molte occasioni di incontrarli e discuterli. Tuttavia può essere utile esporre sin d’ora alcune considerazioni di ordine generale, le quali serviranno a meglio inquadrare quanto verrà presentato in seguito, e ci eviteranno la necessità di fornire chiarimenti preliminari quando dovremo affrontare certe questioni.

Da quanto detto, appare chiaro come il problema di una dimostrazione metateorica di non contraddittorietà risultasse della massima urgenza, una volta imboccata la strada di una concezione puramente sintattica e formalista dell’assiomatica. 

Un primo tipo di soluzione per esso fu trovato riuscendo a ricondurre la non contraddittorietà dei sistemi assiomatici più esposti a dubbi alla non contraddittorietà di teorie matematiche ben note e collaudate da tempo. Tale fu il caso proprio delle geometrie non euclidee, per le quali, poco dopo la metà del secolo scorso, si seppero costruire dei modelli euclidei (come vedremo nel corso del volume). Ciò consentiva di affermare che, se queste geometrie fossero state contraddittorie, la loro contraddittorietà si sarebbe riversata sulla stessa secolare geometria euclidea. In altri termini, esse godevano delle stesse garanzie di coerenza della geometria euclidea. Questa soluzione, per quanto di eccezionale importanza storica, non era tuttavia del tutto soddisfacente da un punto di vista rigorosamente logico, poiché si tratta di una semplice dimostrazione di non contraddittorietà relativa (cioè relativa alla coerenza di altre teorie), la quale lasciava pur sempre sussistere il dubbio teorico che potesse essere contraddittoria la stessa teoria a cui ci si era “ridotti”, mentre il problema sarebbe stato completamente risolto se si fosse potuta trovare almeno una teoria matematica di cui si potesse dimostrare la coerenza in modo diretto e, per così dire, assoluto, cioè senza uscire dalla teoria stessa per cercare altrove degli appoggi.

In seguito a sviluppi che qui non possiamo riassumere
, i tentativi di trovare una simile dimostrazione diretta di non contraddittorietà si appuntarono sulla teoria matematica più semplice, ossia sull’aritmetica elementare, ma, dopo parecchi sforzi, ci si dovette rassegnare all’insuccesso. Infatti, in un celebre teorema del 1931, K. Gödel dimostrò l’impossibilità di ottenere una dimostrazione di non contraddittorietà di una teoria matematica, di complessità almeno pari all’aritmetica elementare, utilizzando unicamente quanto offerto all’interno della teoria stessa
.

Da allora, le dimostrazioni di non contraddittorietà hanno seguito altre strade: o si è cercato di attingere fuori dalle teorie sottoposte ad esame degli strumenti che, pur non appartenendo ad esse, si potessero egualmente ritenere sicuri, oppure si è ritornati a dimostrazioni di non contraddittorietà relativa, oppure ancora si è accettato di utilizzare per le dimostrazioni di non contraddittorietà dei metodi semantici.

Anzi, è proprio quest’ultimo fatto che, dopo alcuni decenni durante i quali la prospettiva sintattica era parsa definitivamente vincente, ha condotto ad una piena rivalutazione dei metodi e degli studi semantici.”

Qui possiamo aggiungere che una teoria T è coerente o consistente o non contraddittoria se in essa non si può dimostrare una contraddizione, cioè una proposizione A e la sua negazione.  E’ un requisito assolutamente irrinunciabile. In una teoria contraddittoria si può dimostrare ogni formula; ovviamente una simile teoria non ha alcun interesse per il matematico, inoltre una teoria contraddittoria non ha modelli.

La teoria degli insiemi formulata da Cantor, come vedremo in seguito, era contradditoria. Se ne era accorto lo stesso Cantor, ma il problema esplose con la scoperta della antinomia di Russell.

Un sistema di assiomi è indipendente se nessun assioma può essere dedotto dai rimanenti. Storicamente è stato importante il problema della indipendenza del V postulato di Euclide dai rimanenti quattro. Gli sforzi secolari per dimostrarlo (con relativi insuccessi) hanno portato alla creazione della geometria non euclidea iperbolica. Se si scopre che un assioma non è indipendente dai rimanenti, si sistema la questione passandolo nel novero dei teoremi.

Il sistema assiomatico di Peano per l’aritmetica è indipendente, come ha mostrato lo stesso Peano.

Una teoria è completa se per ogni formula A dagli assiomi si può dedurre A oppure non A.

L’assiomatica di Euclide per la geometria non era completa (mancava l’assioma di continuità che, però, Euclide usa). L’assiomatica di David Hilbert (1862-1943), pubblicata nel 1899, è completa.

Una teoria è categorica se tutti i suoi modelli sono isomorfi. E’ categoria l’aritmetica di Peano, la geometria di Hilbert; non lo è la teoria dei gruppi, degli anelli, dei campi.

Per la concezione moderna della assiomatica c’è anche il problema della “verità” degli assiomi e dei teoremi. La risposta che si dà è di tipo ipotetico: se gli assiomi sono “veri” allora lo sono anche i teoremi.

Nasce, però, il problema: che cosa è la verità di un assioma e di un teorema?

Per la concezione classica la verità di un assioma era garantita dalla sua evidenza cioè dalla sua coerenza con il fatto fisico da cui traeva origine.

Per la concezione moderna il concetto di verità è stato precisato da Alfred Tarski (1902-1983). Una formula A in un linguaggio predicativo del primo ordine L è vera se è verificata in ogni modello di L (è detto un po’ a spanne).

Un interessante problema di carattere epistemologico, valido per ogni concezione dell’assiomatica, riguarda il tipo di esistenza degli enti matematici: hanno una esistenza propria, indipendente dalla nostra mente, oppure esistono solo nella nostra mente? Noi ci limitiamo a scoprire gli enti matematici oppure ne siamo i creatori?
Ambedue le posizioni sono sostenibili e sono sostenute anche ora.

La prima posizione, che possiamo chiamare platonista o realista, è, forse, la più diffusa. Qui mi limito a riportare una affermazione di Charles Hermite (1822-1901): “Credo che i numeri e le funzioni dell’analisi non siano il prodotto arbitrario dello spirito; sono convinto che esistano fuori di noi, con gli stessi caratteri di necessità della realtà oggettiva. Noi troviamo, scopriamo e studiamo questi oggetti proprio come fanno fisici, chimici e zoologi” (ripreso da M. Kline, Matematica. La perdita delle certezza, 1985, pag.351).

Aggiungo anche la dichiarazione di Godfrey H. Hardy (1877-1947) contenuta nella sua Apologia di un matematico (Garzanti, Milano 1989, pag.89): “Credo che la realtà matematica sia fuori di noi, che il nostro compito sia di scoprirla o di osservarla, e che i teoremi che noi dimostriamo, qualificandoli pomposamente come nostre “creazioni”, siano semplicemente annotazioni delle nostre osservazioni”.

Altri platonisti di primo piano furono Jacques Hadamard (1865-1963) e Kurt Gödel (1906-1078).

La seconda posizione, che possiamo chiamare costruttivista è stata sostenuta da Richard Dedekind (1831-1916) e Karl Weierstrass (1815-1897). Qui preferisco riportare l’inizio di una “Dichiarazione degli insegnanti della Association of Teachers of Mathematics” inglese: “Siccome la matematica è fatta dagli uomini ed esiste solo nelle loro menti, essa deve essere fatta o rifatta nella mente di ogni persona che l’apprende. In questo senso la matematica si è in grado di apprenderla solo creandola”.

� -M.F. Atiyah, Tendenze in matematica pura, in La didattica della matematica oggi (a cura di C. Sitia), Pitagora, Bologna 1979.


� Nel linguaggio della logica matematica moderna la formula A(( A( B è una tautologia.


� Per quanto prima osservato, se S fosse contraddittorio, seguirebbe da S ogni proposizione, quindi sai A che la negazione di A.


� Si vedano, eventualmente, il già citato volume di E. Agazzi, Introduzione ai problemi dell’assiomatica o il volume di M. Borga, D. Palladino, Oltre il mito della crisi. Fondamenti e filosofia della matematica nel XX secolo, citato in Bibliografia.


� Il volume Introduzione ai problemi dell’assiomatica citato in precedenza contiene in appendice una traduzione dell’articolo originale di Gödel, e fornisce tutti gli strumenti necessari per affrontarne la lettura e comprendere le dimostrazioni.
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