PRIMA MEDIA: CLASSE DI RIPRESA, DI CONSOLIDAMENTO E DI APERTURA A NUOVE REALTA’

1 – Introduzione

E’ ben nota l’opera di “dilavamento” delle vacanze sulle conoscenze dei bambini. Giustamente, quindi, le Indicazioni Nazionali prevedono, per il primo biennio della scuola media, la “ripresa complessiva dei numeri interi e dell’aritmetica della scuola primaria”. Credo che per “numeri interi” si debbano intendere i numeri naturali. E’ saggio, all’inizio della prima, fare un test di ingresso per conoscere la situazione complessiva delle conoscenze di aritmetica dei ragazzi, che possono provenire da scuole elementari diverse ed aver sviluppato programmi un po’ differenti.

Visto quello che si trova scritto in tanti libri di testo è il caso di ricordare di non disturbare gli insiemi che le Indicazioni Nazionali chiedono di introdurre in terza.

2 – Il mondo dei numeri naturali: ripresa di concetti già visti

Naturalmente bisogna riprendere le operazioni e le loro proprietà cercando di enunciarle in modo corretto. 

Addizione. Il punto debole è la proprietà associativa, non in se stessa, ma nella enunciazione della maggior parte dei testi.

L’enunciato che ho trovato in quasi tutti i libri di testo è il seguente (uso le lettere per comodità):

a + b + c = (a + b) + c  oppure  a + b + c = a + (b + c)

Dato che l’addizione è una operazione binaria che senso ha il primo membro della uguaglianza  a + b +  c? Esso non può essere il primo membro della catena delle uguaglianze.

L’enunciato esatto della proprietà associativa è il seguente:

(a + b) + c = a + (b + c)

La conseguenza è che possiamo sommare  a + b + c: questa espressione significa indifferentemente il primo o il secondo membro della uguaglianza scritta sopra.

E’ appena il caso di dire che non esiste la proprietà dissociativa che, purtroppo, è riportata in quasi tutti i libri di testo. In essa, se fa comodo, si scrive uno degli addendi come somma di due numeri (è la suriettività della addizione) e poi si applica la proprietà associativa: non c’è nessuna proprietà dissociativa della addizione.

In prima media si può parlare esplicitamente dello zero come elemento neutro rispetto alla addizione ed enunciare tale proprietà in forma generale:

a + 0 = 0 + a = a

rimarcando che lo 0 deve funzionare a “destra” e a “sinistra” per essere elemento neutro o indifferente.

Sottrazione. Vanno sottolineate bene i “paletti” cioè le “condizioni di fattibilità”: deve essere minuendo maggiore o uguale del sottraendo, anche in vista della loro eliminazione quando si passa al mondo dei numeri interi relativi. 

Per mettere in risalto l’importanza della proprietà associativa della addizione si possono confrontare le due espressioni:  a + b + c   e  a – b – c.

Comunque si interpreti la prima il risultato è sempre lo stesso; questo non vale per la seconda espressione perché   (a – b) – c ≠ a – (b – c).

Moltiplicazione. Per la proprietà associativa, dissociativa e dell’elemento neutro valgono le osservazioni fatte prima.

Io metterei ben in risalto il comportamento dello 0 con l’uso della terminologia (elemento nullificante) parlando di “legge di annullamento del prodotto” ed enunciandola in forma generale:   

a x b = 0  se e solo se  a = 0  o   b = 0.

E’ anche una occasione per riprendere la riflessione sul connettivo “o” iniziata con la relazione ≥ (ordine largo e totale).

Naturalmente parlerei anche della proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma anche per far vedere la diversità con la proprietà distributiva della somma rispetto al prodotto, proprietà che non vale.

Alla moltiplicazione è legato il concetto di multiplo che ritengo vada presentato in forma generale e, quindi, con l’uso delle lettere:

a è multiplo di b  se  a = kb, dove k è un numero naturale.

Per  k = 0  abbiamo  a = 0b = 0, cioè 0 è multiplo di ogni numero.

Per  k = 1 abbiamo   a = 1b = b  cioè ogni numero è multiplo di se stesso.

Divisione. Riprenderei il comportamento “schizofrenico” dello zero.

Alla divisione è legato il concetto di “divisore” strettamente correlato a quello di multiplo.

Numeri primi. Le Indicazioni nazionali prevedono esplicitamente di “scomporre in fattori primi un numero naturale”. La stessa richiesta c’era nei programmi del 1979. Di queste scomposizioni in prima se ne fanno parecchie anche finalizzate alla ricerca del massimo comun divisore e del minimo comun multiplo di due numeri. Credo che l’aspetto più interessante sia di mettere in risalto che ogni numero naturale maggiore di 1, che non sia primo, si può scomporre, in un unico modo se si prescinde dalla commutatività del prodotto, nel prodotto di fattori primi. E’ questo il contenuto del “teorema fondamentale dell’aritmetica” che sottolinea l’importanza dei numeri primi.

Si può riprendere il discorso sui “numeri primi gemelli”. Utilizzando la tavola dei numeri primi che ogni testo riporta alla fine ci si può rendere conto del loro andamento altalenante, irregolare e della loro successiva rarefazione. Per esempio fra 1 e 1000 ci sono 30 coppie di numeri primi gemelli, mentre fra 1000 e 2000 ce ne sono 23. Si rilancia, così, il problema di “quanti sono”, se finiranno oppure no.

3 – Il mondo dei numeri naturali: alcune novità

Massimo Comun Divisore. E’ previsto esplicitamente dalle Indicazioni Nazionali.

Debbo confessare che non conosco applicazioni significative di questo concetto nella scuola media.

Di solito lo si usa per dare la definizione di “numeri primi fra di loro”: due numeri a  e  b  sono primi fra di loro se il loro MCD è 1. Lo si può evitare dicendo, come faceva Euclide, che due numeri sono primi fra di loro se il loro unico divisore comune è 1.

Lo si usa anche per ridurre una frazione ai minimi termini: basta dividere numeratore e denominatore per il loro MCD. Anche questo lo si può evitare dividendo successivamente numeratore e denominatore per i divisori comuni.

In compenso, però, questo concetto risulta, normalmente, poco chiaro nella definizione e difficoltoso nella determinazione.

La parola “massimo” richiama un ordinamento. Quale? Quello espresso dalla relazione >, dicono implicitamente tutti i testi, che però, non si pongono la domanda. Lo si deduce dalla definizione: “Il massimo comun divisore di due o più numeri è il maggiore dei loro divisori comuni.”

Questa non è una definizione sensata perché nella definizione si usano gli stessi termini che dovremmo definire, dato che “maggiore” è il “massimo”.

Per trovare il MCD tutti i testi richiedono di scomporre i due numeri in fattori primi, di considerare i fattori comuni presi una volta con il più piccolo esponente e di moltiplicarli fra di loro. Il prodotto è il MCD.

A parte la difficoltà di giustificare questo prodotto come il maggiore dei divisori comuni, le cose vanno bene fin che i numeri sono piccoli e facilmente scomponibili. Ma se i numeri sono grandi trovare la scomposizione può essere una impresa quasi disperata.

Quasi tutti i testi propongono anche un altro algoritmo: quello delle divisioni successive: supponendo di partire da  a  e  b  con  a > b, si divide a per b ottenendo  a = bq + r; poi si divide b per r  ottenendo  b = rq1 + r1; si prosegue dividendo  r  per  r1 fin che si arriva ad un resto uguale a 0. L’ultimo resto diverso da zero è il MCD.

Come si possa giustificare che questo ultimo resto diverso da zero è il MCD in base alla definizione data non riesco assolutamente a capirlo.

Lo si capisce perfettamente, invece,  se si parte da un’altra definizione di MCD. Questa:

dati due numeri naturali a  e  b non entrambi nulli si definisce MCD di a  e  b  il numero d che possiede queste due proprietà:

· d è divisore di a e di b

· se una numero naturale  x  divide  a  e  b  allora divide anche  d.

Con questa definizione il numero d  risulta essere il massimo nel senso della relazione di ordine 

basata sulla divisibilità (è un ordinamento largo e parziale) che coincide con il massimo nel senso della relazione >.

Che cosa farei io?

Se proprio è necessario parlare del MCD lo presenterei secondo l’ultima definizione e parlerei solo dell’algoritmo delle divisioni successive perché funziona sempre, è più facile e richiede solo di fare delle divisioni e nessuna scomposizione in fattori primi.

Se proprio è necessario parlare di MCD farei anche un’altra cosa: lo presenterei come operazione binaria interna (ad ogni coppia di numeri naturali non ambedue nulli associa un numero naturale) che è commutativa (facile da vedere), associativa (si tratta solo di dire che è così) che ha 0 come elemento neutro (MCD (a, 0) = a) ed 1 come elemento assorbente (MCD (a, 1) = 1). Nessun testo, però, lo fà.

Resta solo il caso MCD (0,0). Ci si può mettere d’accordo, si fa una convenzione, per porlo uguale a 0.

Minimo comun multiplo. E’ ancora più inutile del MCD. Può essere utilizzato per risolvere qualche problema del tipo: Lucia contando i propri pennarelli si accorge che contandoli per 2 ne avanza 1, contandoli per 3 ne avanza 2, contandoli per 4 ne avanza 3. Quanti pennarelli potrebbe avere Lucia?  Trovata la soluzione minima (11) il numero n dei pennarelli è dato da 

n =  11 + 12k dove 12 è il minimo comun multiplo di 2, 3, 4 e k è un numero naturale qualsiasi.

Se proprio è necessario parlare del mcm lo definirei nello spirito della definizione del MCD:

dati due numeri a  e  b  positivi si chiama minimo comun multiplo di a e b  il numero m che gode delle seguenti due proprietà:

· m è multiplo di a  e  di b

· ogni altro multiplo di a e di b è multiplo anche di m.

Per trovare il mcm (a, b) basta dividere il prodotto  ab per il MCD(a, b) evitando ogni scomposizione in fattori primi.

Se proprio è necessario parlare del mcm, lo presenterei come operazione binaria interna, commutativa, associativa, avente 1 come elemento neutro.

Da queste considerazioni va escluso lo zero, cioè l’operazione va situata in N privato dello 0.

Potenze. Si riprendono le considerazioni fatte in quinta sulle potenze di 10 per estenderle a una base qualunque  a > 0. L’elevamento a potenza viene presentata come una moltiplicazione ripetuta con il solito inghippo per l’esponente 1 e per l’esponente 0. Qui deve intervenire una esplicita nuova convenzione  per porre  a1 = a  ed  a0 = 1

La condizione  a > 0  è necessaria  per evitare di avere 00 = 1.

Una volta sistemate le potenze si può riprendere il nostro

Sistema di numerazione per scrivere i numeri in forma polinomiale.

E’ necessario un confronto con il sistema di numerazione romano e qualche cenno storico sui “sistemi di numerazione nella storia” come recitano le Indicazioni Nazionali.

Si trovano notizie su questi argomenti nel Quaderno didattico N. 20, nel vol. 4 de “Nel mondo dei numeri e delle operazioni” a cura di C. Colombo Bozzolo e A. Costa, in E. Picutti, Sul numero e la sua storia.

4 – Il mondo dei numeri interi relativi: il primo gruppo (in senso matematico)

I numeri interi relativi sono stati introdotti, ufficialmente,  nella scuola elementare i cui programmi chiedono anche di ordinarli. Se non sono stati introdotti, bisogna iniziare in prima la loro introduzione partendo da situazioni reali: temperature sopra e sotto lo zero, livello del mare con altezze sopra e profondità sotto, bilanci delle aziende con guadagni e perdite, fatti storici distinti in prima e dopo Cristo. Se vogliamo matematizzare questi fenomeni, cioè tradurli in numeri, chiamiamo 0 il punto di separazione, che è già entrato nel linguaggio comune per le temperature e ora lo estendiamo alle altre situazioni (livello del mare, pareggio di bilancio per una azienda, nascita di Cristo), indichiamo con numeri preceduti dal segno + ciò che sta “sopra” lo 0 di cui abbiamo già il modello nel termometro e che estendiamo alle altre situazioni (guadagni di una azienda, altezza dei monti, anni dopo la nascita di Cristo) e con numeri preceduti dal segno – i fatti che stanno “sotto” lo zero. A questo punto è facile far intervenire la linea dei numeri sulla quale abbiamo già disteso i numeri naturali: partendo dallo 0 al posto dei numeri 1, 2, 3 ecc. scriveremo +1, +2 , +3 ecc. e a sinistra dello 0 scriveremo i numeri  -1, -2, -3, ecc.

La prima cosa da fare è introdurre l’ordinamento di questi numeri riprendendo quanto fatto nella scuola elementare oppure partendo da capo.

L’ordinamento dei numeri interi relativi è difficile. Anche i matematici per secoli hanno considerato in modo disgiunto le due semirette: quella positiva che iniziava con 0 e andava verso destra andando dal più piccolo al più grande, e quella negativa che iniziava con 0 e andava verso sinistra andando dal più piccolo al più grande. In questo secondo caso ha giocato un ruolo negativo il modello commerciale dei numeri relativi: un debito di 10 euro è più grande di un debito di 3 euro e quindi - 10  è più grande di  - 3. Solo durante il secolo XIX le due semirette sono state coordinate con una unica relazione di ordine. Per evitare gli errori già fatti dai matematici conviene non usare il modello commerciale per l’ordinamento dei numeri relativi.

L’idea del termometro, come suggerito dai programmi del 1985 per la scuola elementare, è buona se si presentano le temperature in esso rappresentate come ordinate dalla più bassa alla più alta, cioè dalla più piccola alla più grande. In altre parole: io non parlerei di “più caldo” per le temperature sopra lo 0 e di “più freddo” per temperature sotto lo 0 per evitare che i bambini, usando una analogia scorretta, pensino che, essendo, per esempio,  + 30 maggiore di + 10 perché la prima temperatura è più alta della seconda, sia anche  - 30 maggiore di -  10 perché la prima temperatura è più fredda della seconda. Il termometro viene tradotto nella linea dei numeri nella quale si va da sinistra a destra andando dal più piccolo al più grande.

Al momento opportuno, per esempio in terza, si può presentare la definizione formale di ordinamento dei numeri interi relativi. Lo si può vedere, per esempio, nel Quaderno didattico N. 20 alla pagina 58.

Addizione. Non è richiesta nella scuola elementare e, quindi, è una assoluta novità.

E’ noto che la definizione di addizione richiede l’esame di 8 casi che si possono vedere, per esempio, sul Quaderno didattico N. 20 alle pagine 20 – 21 dove c’è anche una riflessione sui diversi significati del simbolo +. In prima si può fare un approccio globale sfruttando la linea dei numeri.

Per sommare due numeri interi relativi si parte dal primo addendo, che può essere positivo o negativo; se il secondo addendo ha il segno + si fanno tanti passi di lunghezza 1 verso destra quanti ne indica il secondo addendo; se il secondo addendo ha il segno – si fanno tanti passi di lunghezza 1 verso sinistra quanti ne indica il secondo addendo.

Al momento opportuno, per esempio in terza, si può formalizzare la definizione con l’uso delle lettere.

Mi pare importante far notare esplicitamente, nell’ambito delle attività sulla addizione, che ogni numero con il segno + ha un “gemello” con il segno – e viceversa. Sommando un numero con il suo “gemello” si ottiene 0. Non costa niente introdurre il termine “opposto”.

A questo punto si può proporre una riflessione di sintesi di questo tipo: nel mondo dei numeri interi relativi (il simbolo è Z) l’addizione è una operazione binaria, interna, associativa, commutativa, ha un elemento neutro ed ogni numero ha un opposto.

I matematici, per risparmiare tempo e fatica, dicono che Z con l’addizione è un gruppo commutativo.

Sono ben consapevole che le Indicazioni Nazionali non richiedono l’introduzione di questo termine; sono ben consapevole che i libri di testo che ad esse dicono di ispirarsi non introducono questo termine anche se fanno l’elenco dettagliato di tutte le proprietà e, magari, parlano di “struttura”.

Personalmente ritengo che non costi nessuna fatica introdurre questa terminologia anche perché questo atteggiamento fa parte del nostro linguaggio quotidiano (invece di dire “donna che ha generato un figlio” diciamo semplicemente “mamma”). C’è inoltre il vantaggio di precisare che in questa struttura noi possiamo sempre risolvere tutte le equazioni di primo grado del tipo: 

x + a = b.

Sottrazione. In N  c’è il paletto, invalicabile,  a ≥ b  per poter fare  a – b. Questo paletto cade nel mondo dei numeri interi relativi in forza della stessa definizione di sottrazione:

a – b = a + (-b)

La sottrazione, quindi, è sempre possibile e si riduce ad una addizione. Anche questo può servire a far capire che l’operazione veramente importante è l’addizione ed a giustificare perché si parla di “struttura additiva”.

Serve anche a far intuire l’atteggiamento dei matematici nel passaggio dal mondo dei numeri naturali al mondo dei numeri interi relativi, e cioè matematizzare nuovi fenomeni, che non potevano essere matematizzati solo con N, mantenere le proprietà più importanti che si trovano in N, introdurre nuove proprietà (l’opposto) in modo da arricchire la struttura additiva del nuovo mondo.

Certo può essere necessario sacrificare qualche proprietà, in questo caso si perde la proprietà del buon ordinamento perché non è più vero che ogni sottoinsieme non vuoto di Z ha un minimo.

Questo è anche l’atteggiamento dei matematici nel passaggio da questo mondo a quello dei numeri razionali.

Può essere interessante leggere il Quaderno didattico N. 20, pag. 111 – 116.

Osservazione. La proposta fatta, cioè di introdurre in prima i numeri interi relativi, è coerente con le Indicazioni Nazionali, ma, per quanto ne so, è completamente rifiutata dai libri di testo che introducono questi numeri in terza immediatamente a ridosso dell’algebra.

Non ho trovato nessuna giustificazione per questa scelta. 

A me sembra sensato spalmare il mondo dei numeri interi relativi fra prima e seconda media in modo da preparare il terreno al loro uso, anche simbolico, in terza.

SECONDA MEDIA: ARRIVA IL PRIMO CAMPO NUMERICO, QUELLO DEI RAZIONALI.

1 – Introduzione

In seconda si conclude il cammino nella esplorazione dei mondi numerici più familiari del primo ciclo scolastico e cioè il mondo dei numeri naturali, quello degli interi relativi e quello dei razionali con il suo sottomondo dei numeri decimali finiti o limitati. Io mi limito a qualche considerazione.

2 – Il mondo dei numeri naturali: l’ ultimo viaggio di andata e ritorno.

Abbiamo già introdotto nei numeri naturali l’operazione di elevamento a potenza supponendo la base diversa da zero. Questa attività era orientata alla scrittura polinomiale dei numeri. Ora la possiamo riprendere includendo anche lo zero come base, ma limitandoci a considerare l’elevamento al quadrato. E’ questo il viaggio di andata: ad ogni numero a  associamo il suo quadrato a2. Questa operazione è iniettiva perché numeri diversi hanno quadrati diversi e, quindi, possiamo considerare l’operazione inversa che dal quadrato ci fa ritornare al numero di partenza. Questo viaggio di ritorno è l’estrazione di radice quadrata:

a → a2 → √a2 = a

Questo viaggio di andata e ritorno vale per i numeri naturali e, comunque, solo per i  numeri non negativi.

Un problema semplice è di vedere se ci sono  numeri naturali che coincidono con il proprio quadrato e, quindi, con la propria radice quadrata.

In seconda io mi limiterei a considerare la radice quadrata di numeri che sono quadrati perfetti rimandando alla terza l’esplorazione delle altre situazioni.

3 – Il mondo dei numeri interi relativi: la moltiplicazione.

E’ veramente un “punctum dolens”, ma deve necessariamente essere introdotta. Tutti noi abbiamo imparato la “regola dei segni” a mò di cantilena: più per più fa più, più per meno fa meno, meno per più fa meno e meno per meno fa più. In modo più conciso: il prodotto di segni uguali è più e il prodotto di segni diversi è meno.

Il problema che si pone è il seguente: dobbiamo vendere questa definizione come una “regola” da imparare a memoria e “più non dimandar” oppure dobbiamo cercare di dare qualche giustificazione soprattutto al caso “meno per meno fa più” che è il più scandaloso?

Io penso che dobbiamo cercare di giustificare questa definizione che appare tanto strana.

I casi: più per più e meno per più non presentano difficoltà perché basta pensare alla moltiplicazione come addizione ripetuta.

Per gli altri due casi sarebbe completamente fuorviante ricorrere al modello commerciale dei debiti e crediti e anche alla moltiplicazione come addizione ripetuta. 

Per esempio, dire che  (+3) x (-4) è uguale a +3 sommato a se stesso - 4 volte è fare una affermazione priva di senso.

E’ contro la logica, poi, invocare la proprietà commutativa della moltiplicazione prima ancora di averla definita.

L’unica giustificazione, se si vuole darla, è di tipo matematico: se si vuole salvare il ruolo dello zero e la proprietà distributiva anche nel mondo degli interi relativi è necessario che più per meno faccia meno e che meno per meno faccia più. 

Per esempio, tutti accettano senza difficoltà che  (+3) + (-3) = 0.

Quindi             (+4) x [ (+3) + (-3) ] = 0 

per la legge di annullamento del prodotto. 

Se vogliamo salvare la proprietà distributiva il primo membro della uguaglianza deve essere  

(+4) x (+3) + (+4) x (-3).

Siccome                    (+4) x (+3) = +12  

allora  (+4) x (-3) deve fare  -12 se vogliamo che il risultato finale sia 0.

In modo analogo si ragiona sostituendo +4 con  -4.

Questa giustificazione è una nuova occasione per sottolineare un atteggiamento costante dei matematici: quando costruiscono un nuovo insieme numerico a partire da un mondo già noto cercano di definire le operazioni in modo da conservare il più possibile le loro proprietà. In particolare essi non sono disponibili a rinunciare alle cosiddette “proprietà formali”, cioè la proprietà commutativa, la associativa e la distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione a costo di dare delle definizioni “strane” delle operazioni.

4 – Il campo dei numeri razionali.

Nei programmi della scuola elementare non si parla mai di numeri razionali, ma solo di frazioni. In quelli della scuola media, oltre alle frazioni, si prevedono anche i numeri razionali.

Programmi del 1979: “dalle frazioni (come operatori) ai numeri razionali”.

Indicazioni Nazionali (per il primo biennio): “La frazione come rapporto e come quoziente; operazioni tra numeri razionali; confronto tra numeri razionali” e, nella seconda colonna, “riconoscere frazioni equivalenti; confrontare numeri razionali e rappresentarli sulla retta numerica; eseguire semplici calcoli con numeri razionali usando metodi e strumenti diversi”.

Per introdurre i numeri razionali bisogna partire dalle frazioni, già note, del resto, dalla scuola elementare. Ora, però, bisogna introdurre anche l’aritmetica delle frazioni per vederne i punti deboli e così giustificare il passaggio ai numeri razionali.

Addizione tra frazioni. Indichiamo con F l’insieme delle frazioni.

Pensando i segni inglobati nelle lettere ed i denominatori sempre positivi si da la seguente definizione:

a/b + c/d = (ad + bc)/ bd.    (1)

La definizione non è molto naturale, anzi è decisamente complicata ed elaborata. 

Questa addizione, però,  è una operazione binaria, interna, associativa e commutativa. Inoltre ha un elemento neutro, che è la frazione 0/1, o, se si preferisce, la coppia ordinata (0, 1) come si vede applicando la definizione di addizione: 

a/b + 0/1 = (a×1 + b×0)/b×1 = a/b.

C’è, però, un piccolo neo. Tutti sono disposti a scommettere che ogni frazione possiede un opposto additivo. Per esempio, l’opposto di  4/7  è, per tutti, – 4/7. 

Se, però, con un po’ di pazienza facciamo un semplice conto applicando con coerenza la definizione che abbiamo introdotto, ci accorgiamo che le cose stanno diversamente.

Se sommiamo  4/7  con  -4/7  otteniamo:

4/7  + (-4/7)  = ( 28 – 28 )/ 49 = 0/49.

Ora questa frazione, cioè 0/49, non è l’elemento neutro perché le due coppie ordinate  (0, 1) (elemento neutro) e (0, 49) sono diverse. Quindi, contro ogni aspettativa, -4/7 non è l’opposta di  4/7.

Lo stesso discorso vale per tutte le frazioni.

D’altra parte, quando mettiamo le frazioni sulla linea dei numeri le due frazioni (0, 1) e (0, 49), e tutte quelle che hanno numeratore 0, vanno a finire nello stesso punto. E questo fa pensare a qualche “tipo di uguaglianza” fra queste frazioni. Lo vedremo fra poco e lo utilizzeremo proprio per risolvere questo problema.

Moltiplicazione tra frazioni. Nell’insieme F siamo soliti considerare anche una moltiplicazione introdotta con questa semplice definizione:

a/b × c/d = ac/bd.    ( 2 )

Essa è binaria, interna, associativa, commutativa e distributiva rispetto alla addizione. Ha, inoltre, un elemento neutro, che è la frazione  1/1, come si vede immediatamente applicando la definizione di moltiplicazione: 

a/b × 1/1 = a×1/b×1 = a/b.

Anche sull’esistenza dei reciproci (o inversi) moltiplicativi, uno per ogni frazione con numeratore diverso da zero, noi siamo disposti a giurare.

Per esempio, non esitiamo ad affermare che il reciproco di 5/7 è la frazione 7/5. Se, però,   le moltiplichiamo otteniamo  35/35 che è diversa dall’elemento neutro 1/1. Quindi  7/5 non è l’inversa di 5/7. Un discorso analogo vale per tutte le frazioni che hanno numeratore diverso da zero.

D’altra parte queste due frazioni, come tutte quelle che hanno numeratore e denominatore uguali, occupano lo stesso posto sulla linea dei numeri. E questo fa pensare a qualche “tipo di uguaglianza” fra queste frazioni. Lo vediamo subito.

Per porre rimedio a questa spiacevole situazione, i matematici hanno avuto l’idea geniale di compattare tutte queste frazioni, mettendo nella stessa classe tutte le frazioni con numeratore 0, e nella stessa classe, ma diversa, dalla precedente, tutte le frazioni con numeratore e denominatore uguali. 

Per poterlo fare senza creare un “monstrum”, nel quale ci sono frazioni singole e frazioni compattate in classi, i matematici hanno cercato di coinvolgere tutte le frazioni introducendo nell’insieme F  una relazione di equivalenza, cioè una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva, in questo modo:

diciamo che due frazioni  a/b  e  c/d  sono equivalenti se e solo se si verifica che  ad = bc.                                                                    

Come si vede è una definizione molto semplice e molto generale nella quale interviene solo l’uguaglianza di due prodotti di numeri interi (prodotto in croce). L’abbiamo già esaminata nella quarta elementare.

Io credo che in seconda media potrebbe essere introdotta proprio con la definizione sopra riportata.

Ogni relazione di equivalenza ha sempre un grande potere: quello di impacchettare gli elementi dell’insieme in cui è definita in classi di equivalenza. In ciascuna classe viene messo un elemento e tutti i suoi equivalenti. Di solito queste classi di equivalenza sono dei nuovi enti matematici con tanto di nome proprio. 

Capita così anche nel nostro caso: ogni frazione viene messa in una ed in una sola classe di equivalenza insieme a tutte le sue equivalenti (che sono infinite) e si passa così dall’insieme F delle frazioni ad un nuovo insieme i cui elementi sono le classi di equivalenza delle frazioni.

Nascono, così, i numeri razionali ed il nuovo mondo numerico che abbiamo indicato con Q.

Ogni numero razionale è una classe di equivalenza di frazioni fra loro equivalenti.

Ecco qualche esempio.

[ 0/1 ] = ( 0/1, 0/2, 0/3, 0/4,….(
[ 1/1 ] = ( 1/1, 2/2, 3/3, 4/4,…(
[1/2] = ( 1/2, 2/4, 3/6, 4/8, 5/10,….(
[ 1/3 ] = ( 1/3, 2/6, 3/9, 4/12, ….(
[ 2/5 ] = ( 2/5, 4/10, 6/15, …(
Le classi, almeno inizialmente, vengono indicate con due parentesi quadre.

Siccome ogni numero razionale è un insieme di infinite frazioni, e siccome, ovviamente, non possiamo scriverle tutte, si pone un problema di scrittura: come facciamo a scrivere un numero razionale? La risposta è semplice: ogni frazione della classe può essere scelta come “rappresentante” del numero razionale, ma di solito si preferisce rappresentarlo con il “capostipite” cioè con la frazione con numeratore e denominatore primi fra di loro (la frazione ridotta ai minimi termini).

Perché l’insieme delle classi di frazioni equivalenti abbia il diritto ad essere chiamato “mondo numerico” è necessario definire in esso una addizione, una moltiplicazione ed una relazione di ordine con le proprietà che abbiamo visto a suo tempo. 

Non c’è nessuna difficoltà perché le frazioni ci hanno spianato la strada.

La definizione di addizione è data dalla formula ( 1 ). Basta solo ricordare che il simbolo  a/b  non indica una frazione, ma una classe di frazioni equivalenti. L’addizione così introdotta gode di tutte le proprietà richieste compresa la proprietà degli opposti: l’opposta della classe  [ a/b ]  è la classe  [ - a/b ]. Infatti:

[ a/b ] + [ - a/b ] = [ (ab – ab)/ b2 ] = [ 0/b2 ]

L’ultima classe coincide con la “classe neutra” rispetto alla addizione, cioè con la classe [ 0/1 ]  dato che le due frazioni  0/1  e  0/b2  sono equivalenti.

Per brevità la classe neutra viene indicata semplicemente con  0.

La definizione di moltiplicazione è data dalla formula ( 2 ). Anche qui bisogna ricordare che stiamo trattando con classi e non con singole frazioni.

La moltiplicazione così introdotta gode di tutte le proprietà richieste compresa la proprietà dell’esistenza del reciproco per ogni classe diversa dalla classe  0.

Il reciproco della classe  [ a/b ] è la classe  [ b/a ]. Infatti:

[ a/b ] x [ b/a ] = [ ab/ba ]

La classe [ ab/ba ] coincide con la “classe neutra” rispetto alla moltiplicazione, cioè con la classe [ 1/1 ] dato che le due frazioni 1/1 e ab/ba sono equivalenti. Per brevità questa classe neutra viene indicata semplicemente con  1.

Anche per introdurre l’ordinamento seguiamo la strada tracciata dalle frazioni. Supponendo, come è lecito, che i denominatori siano positivi, l’ordinamento è dato dalla seguente definizione:

[ a/b ] > [ c/d ] se e solo se  [ ad > bc ].

Questo ordinamento è relazione binaria antiriflessiva, transitiva , tricotomia, coerente con l’addizione e la moltiplicazione.

Al termine di questo lungo cammino possiamo fermarci per “contemplare” come è fatto Q.
Ci accorgiamo che rispetto alla addizione è un gruppo commutativo; anche rispetto alla moltiplicazione, se togliamo lo zero, è un gruppo commutativo; vale, inoltre, la pòrop0rietà distributiva del prodotto rispetto alla somma; infine l’ordinamento è coerente con le due altre strutture. Tutti queste proprietà vengono riassunte nella espressione:Il mondo dei numeri razionali è un campo ordinato. 

Di questo campo io metterei in risalto una proprietà nuova legata all’ordinamento e cioè la densità: tra due razionali qualsiasi è sempre compreso un altro numero razionale, cioè un numero maggiore del più piccolo e minore del più grande. Per trovarlo basta calcolare la media aritmetica tra i due. A motivo della densità in questo mondo numerico si perdono definitivamente i successivi ed i precedenti.

Siccome, poi, ogni numero razionale è divisibile per 2, in questo campo non ha più senso parlare di numeri pari e di numeri dispari.

5 – Rapporti, proporzioni e proporzionalità.

Di solito i libri di testo dedicano una quantità impressionante di pagine a questi concetti, parlando anche di numeri, grandezze omogenee, grandezze non omogenee, tirando in ballo rapporti e misure, grandezze commensurabili e grandezze incommensurabili e dilungandosi sulle proprietà delle proporzioni senza preoccuparsi di dare delle definizioni sensate.

Condivido pienamente le affermazioni dei programmi del 1979: “ L’argomento “proporzioni” non deve essere appesantito imponendo,, come nuove, regole che sono implicite nelle proprietà delle operazioni aritmetiche, ma deve essere finalizzato alla scoperta delle leggi di proporzionalità ( y = kx; xy = k).”

6 – Il sottomondo dei numeri decimali finiti.

E’ stato abbondantemente studiato nella scuola elementare. Si tratta ora di rivisitarlo con qualche approfondimento. Un concetto che merita di essere sottolineato è quello di percentuale che viene usato nelle situazioni più diverse: economia, statistica, probabilità, geografia, ecc.

Una percentuale non è nient’altro che una frazione con denominatore 100, cioè un numero decimale finito.

Nella vita quotidiana la usiamo anche per esprimere la pendenza di una strada. La mia esperienza mi dice che spesso non sappiamo che cosa è la pendenza di una strada che traduciamo in una retta per l’origine in un riferimento cartesiano ortogonale. Molte volte mi sono sentito dire, e non dagli alunni, che una pendenza del 100/100 è una retta verticale, parallela all’asse Y.

Le calcolatrici lavorano con numeri decimali finiti, anzi con “pochi” numeri di questo tipo. Esse non vanno bandite dalla classe, ma usate in modo intelligente. Ci sono utili suggerimenti ed esemplificazioni in 

AA.VV, Facciamo i conti con l’euro, pag.102 – 106.

TERZA MEDIA: TIRIAMO LE SOMME, USIAMO I SIMBOLI E APRIAMO FINESTRE.

1 – Introduzione

La terza media dovrebbe essere una classe di riflessione e di sistemazione dell’esperienza numerica precedente, ma è anche necessario aprire finestre su un nuovo mondo numerico, quello dei numeri reali che sarà studiato nelle classi superiori, e sull’algebra che diventerà il pane quotidiano delle prime due classi superiori.

2 – I vecchi mondi numerici: N. Z, Q.

E’ necessario rivisitare i mondi numerici finora studiati per fissare le proprietà comuni e le caratteristiche specifiche di ognuno o comuni a due soli di essi.

Proprietà comuni. Sono quelle che caratterizzano un mondo numerico, cioè dicono quale insieme ha il diritto di essere chiamato “mondo numerico”.

Addizione. E’ il primo centro nevralgico, il primo centro di aggregazione sociale nel quale si opera su coppie ordinate di elementi. L’addizione ha le ben note proprietà: associativa, commutativa, esistenza dell’elemento neutro o indifferente. Queste proprietà vanno chiamate per nome ed enunciate in forma simbolica, come suggeriscono anche le Indicazioni Nazionali.

Moltiplicazione. E’ il secondo centro nevralgico, il secondo centro di aggregazione sociale nel quale si opera su coppie ordinate di elementi. La moltiplicazione ha le ben note proprietà: associativa, commutativa, esistenza dell’elemento neutro o indifferente, esistenza di un elemento nullificante, distributiva rispetto alla addizione. Anche queste proprietà vanno chiamate per nome ed enunciate in forma simbolica.

Ordinamento. E’ il terzo centro nevralgico, il terzo centro di aggregazione sociale nel quale gli elementi si confrontano a coppie. L’ordinamento, espresso dal simbolo >, ha le seguenti proprietà: antiriflessiva, transitiva, tricotomia o tripartitica, di coerenza rispetto alla addizione ed alla moltiplicazione. Anche queste vanno chiamate per nome ed espresse in forma simbolica.

Queste proprietà sono diffusamente illustrate nel Quaderno didattico N. 20, rispettivamente nei capitoli secondo, terzo e quarto.

Proprietà specifiche. Sono quelle possedute da un solo mondo numerico o, al massimo, da due di essi.

Caratteristici dei  numeri naturali sono il buon ordinamento ed i numeri primi.

Nascono nei numeri naturali, ma vengono ereditati dai numeri interi relativi, i successivi ed i precedenti ed i numeri pari e dispari.

Nel mondo dei numeri interi relativi, invece, nascono gli opposti additivi che vengono trasmessi ai numeri razionali.

In questo mondo dei razionali nasce una proprietà legata all’ordinamento, cioè la densità, che viene ereditata dal mondo dei numeri reali. E nascono anche gli inversi moltiplicativi che pure vengono trasmessi ai numeri reali. Muoiono, invece, i successivi ed i precedenti, a causa della densità, come pure i  numeri pari e dispari.

Queste proprietà sono diffusamente illustrate nel Quaderno didattico N. 20, rispettivamente nei capitoli sesto e settimo.

3 – Il gioco degli incastri.

I tre mondi che abbiamo visto non sono province separate, non vivono in compartimenti stagni, ma hanno delle profonde relazioni di “buon vicinato”. In qualche modo i ragazzi già si sono resi conto di queste interrelazioni quando hanno messo sulla linea dei numeri i numeri interi relativi facendo coincidere i numeri non negativi, quelli con il segno +, con i numeri naturali. Normalmente, quando non ci sono possibilità di confusione, nelle attività in classe si scrivono i numeri naturali al posto dei numeri interi non negativi. Anche i numeri razionali con denominatore 1, cioè le coppie (a, 1), vengono sostituiti dai numeri interi relativi. Tutto ciò non crea problemi e non fa nascere dubbi sulla correttezza dell’operato. Donde nasce questa correttezza pur nella convinzione che i numeri naturali non sono interi relativi e questi non sono razionali?

Qui interviene il concetto di isomorfismo. Forse non è il caso di introdurre il termine e di formalizzarlo, ma si può certamente spiegare che tutto ciò è possibile perché giustificato dal fatto che i numeri naturali si comportano allo stesso modo dei numeri interi non negativi rispetto alla addizione, alla moltiplicazione e all’ordinamento. I due insiemi, quindi, si possono identificare.

Lo stesso discorso vale per i  numeri interi relativi ed i  numeri razionali con denominatore 1.

E’ sensato, allora, rappresentare i rapporti tra i vari mondi numerici usando i diagrammi di Eulero-Venn nel seguente modo, che si trova su tutti i libri di testo e, nel quale, è considerato anche il mondo dei numeri reali:


Questo gioco degli incastri è descritto, con le necessarie precisazioni, nel Quaderno didattico N. 20, pag. 127 – 133.

4 – Le due grandi famiglie di Q

Per i ragazzi è ormai abituale l’espressione “numeri decimali finiti”. Sono i numeri che, scritti sotto forma di numeri con virgola, hanno un numero finito o limitato di cifre dopo la virgola. Numero finito significa: da zero cifre a quante se ne vogliono, ma che ad un certo punto finiscono e non è più possibile continuare.

Questi numeri costituiscono la prima grande famiglia di numeri razionali e sono caratterizzati dal fatto che hanno come denominatore una potenza di 10 o hanno un denominatore trasformabile, mediante opportune moltiplicazioni, in una potenza di 10. E’ importante l’esponente di questa potenza perché è lui che stabilisce quante sono le cifre dopo la virgola, cioè l’ordine del numero decimale.

La seconda grande famiglia è formata da tutti gli altri numeri razionali, cioè da quei numeri il cui denominatore non può essere in nessun modo trasformato in una potenza di 10.

Il problema che nasce è il seguente: dato un numero razionale  a/b con a  e  b  primi fra di loro come faccio a riconoscere se appartiene all prima o alla seconda famiglia?

La risposta trovata dai matematici è molto semplice: basta “contemplare” il denominatore  b: se i suoi fattori primi sono solamente  2  o  5 (che sono i fattori primi di 10) il numero appartiene all prima famiglia, altrimenti alla seconda.

5 – La prima finestra: i numeri decimali infiniti (o illimitati) periodici. 

E’ il nome collettivo dei numeri della seconda famiglia. La parola “infiniti” sta ad indicare che quando si scrivono questi numeri come numeri con virgola dividendo il numeratore per il denominatore, le cifre dopo la virgola “non finiscono mai” perché la divisione non ha mai termine: In altre parole non si trova mai un resto uguale a 0.

Primo problema: come facciamo a scrivere questi numeri se hanno infinite cifre dopo la virgola? Non basterebbe tutta la vita per scriverne uno solo. E’ vero, ma questi numeri hanno una particolarità: sono periodici, cioè nelle cifre dopo la virgola c’è un blocco di cifre che si ripetono sempre. In questo modo sappiamo come le cose vanno a finire: Quindi, una volta individuato il periodo non è necessario continuare a scrivere le cifre.

Secondo problema: definire il periodo. In un numero periodico ci sono tanti blocchi di cifre che si ripetono. Per esempio: 1/3 = 0,33333… Si ripetono: 3, 33, 333, 3333, ecc. Allora: qual è il periodo? Per definizione il periodo è il primo gruppo di cifre che si ripetono e di lunghezza minima. Nel nostro caso il periodo è 3. Spesso lo si indica così: (3).

Terzo problema: perché c’è il fenomeno della periodicità? Per rispondere alla domanda bisogna rifarsi al teorema di divisibilità nei numeri naturali: per ogni coppia di numeri  a  e  b > 0 esiste una ed una sola coppia di numeri  q  ed  r  con  0 ≤ r < b in modo che valga:  a = bq + r.

Nella divisione di  a  per  b i possibili resti sono  0, 1, 2, 3, …, b-1. Nel  nostro caso non si presenta mai il resto 0 perché il numero non è decimale finito e, quindi, i possibili resti sono 1, 2, 3,…, b-1. Di conseguenza dopo, al massimo, b-1  divisioni i resti incominciano a ripetersi nell’ordine della prima apparizione ed incominciano a ripetersi le cifre del quoziente.

Quarto problema: il periodo formato dalla sola cifra 9. Se vogliamo mantenere l’unicità della scrittura dei numeri dobbiamo escludere il periodo formato dalla sola cifra 9. Si può far nascere il problema in classe facendo calcolare: 1/9 = 0,(1); 2/9 = 0,(2); 3/0 = 0,(3);… 8/9 = 0,(8).

Sembra scontato scrivere 9/9 = 0(9). D’altra parte sappiamo che 9/9 = 1. Se vogliamo mantenere l’unicità della scrittura del numero 1 dobbiamo, quindi, escludere il periodo formato dalla sola cifra 9. Forse si potrebbe in classe fare anche questa piccola dimostrazione.

Supponiamo che  a/b = 0,(9). Allora  a < b. Eseguiamo la divisione  a : b seguendo il teorema di divisibilità e tenendo presente il risultato:

prima divisione:            a = bx0 + a

seconda divisione:     10a = bx9 + a   (1). Poi le cose continuano allo stesso modo.

Dallas (1) otteniamo : 10a – a = 9b  e  cioè  9a = 9b  da cui  a = b  contro il fatto che  a < b.

Quinto problema. I  numeri periodici che abbiamo considerato finora sono tutti scritti in base 10. Ecco allora il problema: un numero periodico in base 10 è periodico qualunque sia la base in cui viene scritto? In altre parole: l’essere periodico è una proprietà del numero o dipende dalla base in cui è scritto?

La risposta è semplice: l’essere periodico dipende dalla base in cui il numero è scritto. In altre parole: un numero che è periodico quando è scritto in base 10, può non esserlo quando è scritto in una altra base. Per esempio  1/3 è periodico nella base 10, ma non lo è se lo scriviamo in base tre. In questa base, infatti, 1/3 si scrive  1/10 = 0,1 che non è periodico.

Sesto problema collegato al precedente: esiste una base di scrittura dei numeri nella quale nessun numero è periodico? La risposta è negativa: in ogni base  X > 2 ci sono  numeri periodici. Per esempio sono certamente periodici i numeri  1/(X – 1)  e  1/(X + 1) cioè i numeri che hanno come denominatore il precedente ed il successivo della base.

Settimo problema: la frazione generatrice di un numero periodico. Ne parlano tutti i libri di testo distinguendo i numeri periodici semplici e quelli misti. Tutti danno la regola per trovare la frazione generatrice, ma nessuno la giustifica perché sarebbe troppo complesso. Personalmente sono del parere che è meglio non parlarne sia perché non può essere giustificata in una terza classe sia perché credo che serva a ben poco nella attività scolastica.

Ottavo problema: i numeri periodici sono un mondo numerico nel senso da noi dato a questa espressione? La risposta è negativa perché la somma di due numeri periodici può non essere un numero periodico. Esempio:  1/3 + 2/3 = 1 che non è periodico.

Anche il prodotto di due numeri periodici può non essere un numero periodico. 

Esempio: 7/3 x 3/7 = 1 che non è periodico.

Per maggiori informazioni sui numeri periodici si può consultare

M. Ferrari, I numeri decimali, Parte quarta, IMSI, settembre 1992.

6 – La seconda finestra: i numeri irrazionali.

I programmi del 1979 prevedono: “Approssimazioni successive come avvio ai numeri reali.” 

Le Indicazioni Nazionali chiedono: “Allineamenti decimali, periodici e non, esempi di numeri irrazionali.”

L’espressione “numeri reali” serve per distinguerli dai “numeri immaginari” in cui hanno diritto di esistere anche le radici quadrate dei numeri negativi.

L’espressione “numeri irrazionali” dice semplicemente che questi numeri non possono essere scritti come rapporto fra due numeri interi relativi.

I programmi chiedono veramente poco ed è meglio così perché il mondo dei numeri reali, che comprende, nel senso dell’isomorfismo, tutti i razionali e gli irrazionali, è difficile da trattare anche negli ultimi anni della scuola secondaria di secondo grado.

Alcuni numeri reali “isolati” sono già stati incontrati dai ragazzi nella scuola elementare: Basti pensare ai “numeri fissi” dei poligoni regolari diversi dal quadrato, e al famoso  π presentato nella sua approssimazione decimali per difetto a me no di un centesimo: 3, 14.

In terza media si può fare qualche passo ulteriore soprattutto nel senso degli “allineamenti decimali, delle approssimazioni e degli errori” come recitano le Indicazioni Nazionali. 

Studiano in seconda il teorema di Pitagora, i ragazzi hanno incontrato il numero √2 come misura della lunghezza della diagonale di un quadrato il cui lato misura 1.

Siccome 2 non è un quadrato perfetto, √2 non può essere un numero naturale.

Può essere un numero razionale, cioè un numero del tipo  m/n con m  ed  n primi fra di loro? Essere primi fra di loro vuol dire che i due numeri non possono essere ambedue pari, ma possono essere ambedue dispari p uno pari e l’altro dispari.

Vediamo un po’ che cosa succede a supporre che sia  √2 = m/n.

Elevando al quadrato otteniamo: 2 = m2/n2 e, quindi,  2n2 = m2.

Il primo membro della uguaglianza è pari perché divisibile per 2. Quindi lo è anche il secondo m2.

Se il quadrato m2 è pari, allora anche m è pari. Possiamo, perciò scrivere  m = 2k. Sostituendo otteniamo:  2n2 = 4k2. Semplificando si ha: n2 = 2k2.

Sorpresa: n2  è pari e, quindi, anche n è pari, cioè  m ed n sono entrambi pari contro il fatto che li avevamo supposti primi fra di loro.

La conclusione è che √2 non può essere un numero razionale.

I calcoli fatti sono esempi semplici, ma significativi, di attività algebrica. Sono proponibili in una terza media?

Appurato che √2 non è razionale resta poco da scegliere: è irrazionale. Si pone il problema di scriverlo come “allineamento decimale” cioè come numero con virgola. Di qui può partire tutta una attività di ricerca nella quale intervengono congetture, calcoli di quadrati di numeri decimali, approssimazioni decimali “a meno di”, errori che siamo disposti ad accettare.

Certo è più semplice, ma meno istruttivo, ricorrere alle tavole numeriche ed alle calcolatrici. Eventualmente esse possono essere usate per controllare i conti fatti con penna e carta.

Naturalmente si possono trovare radici quadrate di altri numeri.

Personalmente sono decisamente contrario a martoriale i ragazzi con l’algoritmo della estrazione della radice quadrata che risulta, anche a me, totalmente incomprensibile.

7 – La terza finestra: avvio all’algebra.

Siccome non so che cosa siano gli “elementi fondamentali di calcolo algebrico” richiesti dalle Indicazioni Nazionali, non ne parlo o, meglio, ne do una mia interpretazione forse riduttiva.

Anzitutto farei usare le lettere per  enunciare le proprietà delle operazioni, per esprimere un elemento generico dei vari mondi numerici: n per indicare i numeri naturali, ± a per i numeri interi relativi,  a/b per i  numeri razionali pensando inglobato in  a  anche il segno.

Farei, inoltre, usare le lettere per esprimere “famiglie di numeri”:

2n per indicare i numeri pari; 2m + 1 per indicare i numeri dispari; 3k per la famiglia dei multipli di 3; 3k + 1 per esprimere tutti i numeri che divisi per 3 danno resto 1, ecc.

Proporrei brevi, ma significativi, calcoli algebrici che danno veste matematica generale a situazioni già esplorate in casi singoli nelle classi precedenti. Esempi:

pari per pari fa pari:  2m x 2n = 4mn = 2(2mn);

pari per dispari fa pari: 2m x (2k + 1) = 4mk + 2m = 2(2mk + m);

dispari per dispari fa dispari: (2n + 1) x (2k + 1) = 4nk + 2n + 2k + 1 = 2(2nk + n + k) + 1:

il quadrato di un pari è pari: (2m)2 = 2m x 2m = 4m2 = 2(2m2);

il quadro di un dispari è dispari: (2k + 1)2 = (2k + 1) x (2k + 1) =  4k2 + 2k + 2k + 1 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1.

L’espressione  4k2 + 4k + 1  può avviare la memorizzazione dello sviluppo  del quadrato di un binomio. Da questa situazione si passa poi alla espressione generale  (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, suffragandola con l’interpretazione geometrica.

Non parlerei di monomi e polinomi e men che meno delle operazioni su di essi sia per la difficoltà di darne delle definizioni pulite sia perché questi concetti vengono ripresi da capo nella prima superiore.

8 – La quarta finestra: equazioni di primo grado 

Sono previste esplicitamente dalle Indicazioni Nazionali.

Le equazioni di primo grado sono di vario tipo.

Equazioni additive con il coefficiente della incognita uguale a 1:

x + a = b

Equazioni moltiplicative con il coefficiente dell’incognita diverso da zero:

ax = b

Equazioni più generali:

ax + b = c.

La riflessione deve portare a domandarsi: in quali mondi numerici queste equazioni sono risolubili e in quali no? Perché? E qual è la soluzione?

La prima equazione può essere o no risolubile in N. Per esempio: x + 4 = 7 è risolubile, mentre 

x + 4 = 2 non è risolubile. Questa equazione traduce il problema della sottrazione ed è soggetta, in N, agli stessi vincoli.

La prima equazione è sempre risolubile in Z per la presenza degli opposti: La soluzione è  

x = b + (-a).

In generale la prima equazione è risolubile in un gruppo additivo.

La seconda equazione può essere o no risolubile in N e in Z. Per esempio: 3x = 15 è risolubile, mentre  3x = 7  non lo è. L’equazione traduce il problema della divisione ed è soggetta agli stessi vincoli.

La seconda equazione è sempre risolubile in Q per la presenza degli inversi moltiplicativi. La soluzione è  x = b/a.

In generale, la seconda equazione è sempre risolubile in un gruppo moltiplicativo.

La terza equazione è sempre risolubile in Q, che è un campo, per la presenza degli opposti e degli inversi. La soluzione è  x = (c + (-b))/a.

Queste riflessioni fanno anche vedere che i discorsi sulle strutture algebriche dei numeri, al di la della terminologia, non sono un lusso, ma servono a prendere consapevolezza delle attività che normalmente si svolgono in classe.
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