4. La vita sociale delle frazioni

Qualunque sia il modo di introdurre le frazioni e quali che siano le distinzioni che si operano fra di esse una cosa è sicura:

ogni frazione è una coppia ordinata (a,b) di numeri con (((.
Il problema che sorge è il seguente: dove prendiamo i numeri a e b?

Dipende dal livello scolastico e dall’obiettivo che vogliamo raggiungere.

Nella scuola elementare a e b non possono che essere numeri naturali.  Quindi (a,b) è un elemento del prodotto cartesiano NxN0, dove con N0 indichiamo i numeri naturali maggiori di zero.

Se vogliamo usare le frazioni per costruire i numeri razionali è ovvio che con questa scelta possiamo ottenere solo i numeri razionali assoluti.
Nella scuola media e nel biennio, a e b possono essere numeri interi relativi e, quindi, (a,b) è un elemento del prodotto cartesiano ZxZ0, dove con Z0 intendiamo l’insieme dei numeri interi relativi diversi da zero.

Con questa scelta possiamo costruire il campo ordinato dei numeri razionali.

Dando, però, diritto di cittadinanza ai “denominatori” negativi, sorgono alcune complicazioni nella introduzione dell’ordinamento.

Si preferisce, perciò, considerare solo “denominatori” positivi e quindi considerare (a,b) come elemento del prodotto cartesiano ZxZ+.  Anche con questa scelta si può costruire il campo ordinato dei numeri razionali.

Per noi una frazione è una coppia ordinata (a,b), elemento di ZxZ+.

Non hanno significato matematico, quindi, le varie distinzioni cui ho accennato prima.

Le frazioni hanno una intensa vita sociale legata alle operazioni ed all’ordinamento che ora cerco di descrivere.

Scriverò la frazione (a,b) nella forma più familiare 
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4.1 Addizione

E’ la prima operazione ad essere introdotta con una definizione piuttosto complicata:
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(1)

Conviene osservare esplicitamente che il “+” del primo membro è il simbolo della addizione tra frazioni, mentre quello del secondo membro è il simbolo dell’addizione in Z.

Questo fatto ci garantisce che non abbiamo commesso un circolo vizioso perché abbiamo definito l’addizione nell’insieme delle frazioni usando una addizione già nota e definita in un altro insieme.

In forza della definizione data l’addizione risulta una operazione interna al mondo delle frazioni perché il secondo membro della (1) è ancora un elemento di ZxZ+.

Questa operazione, inoltre, gode delle solite proprietà:

· commutativa

· associativa.

C’è da aspettarsi anche l’esistenza di un elemento neutro.

Tale, infatti, è la frazione 
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 perché 
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Sembra che tutto funzioni alla perfezione.

L’unica cosa che da fastidio ai ragazzi è proprio la definizione (1), che sembra inutilmente complicata.

Perciò, non infrequentemente, essi ricorrono alla più semplice definizione:
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(2)

Scrive la Hart nell’articolo citato all’inizio: “Poiché l’addizione diretta di due frazioni è possibile solo se i due denominatori sono uguali, inizialmente si usano frazioni con il medesimo denominatore, ma c’è bisogno abbastanza presto di usare l’equivalenza di frazioni.  La regola per l’addizione di frazioni è spesso ricordata da molti in modo errato e diventa: somma di sopra, somma di sotto”.  Ella riporta, poi, l’esito di alcune indagini svolte in Inghilterra negli anni ’70.  Ne riporto solo due.

Prima addizione
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Hanno dato questa risposta l’8,5% dei ragazzi di 12 anni che sono stati testati, il 19,7% dei ragazzi di 13 anni, il 14,3% di quelli di 14 anni e il 16,7% di quelli di 15 anni.

Seconda addizione:
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Le percentuali sono state, nell’ordine, 18,3; 29,1; 21,8; 19,1.

A tutti questi studenti di scuola media era stata insegnata la definizione (1).

La definizione (2) è indubbiamente più semplice e in linea con ciò che succede nella moltiplicazione.  Presenta, però, degli inconvenienti.

Il primo ha rapporto con la realtà della vita quotidiana.  Con la definizione (2) mettendo insieme due mezzi litri di latte non otteniamo un litro di latte, ma due quarti.  E’ un po’ duro da accettare.

Il secondo è di carattere matematico.

Con la definizione (2) la frazione 
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 non è più elemento neutro perché
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In sostanza faremmo un passo indietro rispetto alla struttura additiva di Z.

E questo ai matematici certo non piace.

Queste sono due buone ragioni contro la definizione (2) e a favore della definizione (1).

Quanto, però, siano convincenti non so dire.

4.2 Moltiplicazione

La definizione è, formalmente, più semplice e facilmente memorizzabile: si moltiplica sopra e si moltiplica sotto.

Eccola in simboli:
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(3)

Anche qui osserviamo esplicitamente che il simbolo “x” del primo membro indica la moltiplicazione tra frazioni, mentre le due moltiplicazioni del secondo membro sono fra numeri interi relativi.

Per la definizione (3) la moltiplicazione risulta un’operazione interna al mondo delle frazioni.

Essa, inoltre, gode delle solite proprietà formali:

· commutativa

· associativa

· distributiva rispetto all’addizione.

C’è anche l’elemento neutro ed è la frazione 
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La definizione formale di moltiplicazione è semplice, ma è difficile la sua interpretazione, cioè l’attribuzione di un significato convincente per i ragazzi.

I modelli migliori, forse, sono quelli che, in qualche modo, fanno intervenire l’area.

Esempio: 3x4 può essere interpretato come l’area di un rettangolo con lati lunghi 3 e 4 rispettivamente.  La sua area è 12 e possiamo pensare il rettangolo diviso in 12 quadretti
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 è l’area di un rettangolo di lati lunghi, rispettivamente, 
[image: image14.wmf]4

3

3

2

e

.  Quale sarà la sua area?  Si riprende il rettangolo di prima costruendo i 
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 di un lato e i 
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 dell’altro e poi il rettangolo avente come area il prodotto:

	
	
	
	
	
	

	
[image: image17.wmf]3

2


	
	
	
	
	Quindi 
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4.3 Ordinamento

Nella scuola dell’obbligo l’ordinamento, in genere, viene introdotto seguendo queste tre tappe:

· si confrontano frazioni con lo stesso denominatore: è maggiore quella con numeratore maggiore

· si confrontano frazioni con lo stesso numeratore: è maggiore quella con denominatore minore

· si confrontano frazioni aventi numeratori e denominatori diversi.

In quest’ultimo caso si trasformano le due frazioni in frazioni equivalenti aventi lo stesso denominatore e ci si riconduce alla prima situazione.

Per fare questa operazione è necessario

· aver introdotto il concetto di frazioni equivalenti

· scegliere il denominatore da assegnare alle due frazioni eseguendo 4 moltiplicazioni per trasformarle in frazioni equivalenti.

Tutto ciò forse non presenta molte difficoltà quando si devono confrontare frazioni “piccole” e familiari come 
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Il confronto, però, diventare decisamente difficile con frazioni come 
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Perché non ricorrere alla teoria matematica che ci permette di confrontare due frazioni qualsiasi, senza distinzioni di sottocasi e con solo due moltiplicazioni?

L’introduzione dell’ordinamento nel mondo delle frazioni avviene con la seguente

definizione:
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  se e solo se  ad>bc            (4)

La relazione così introdotta è un ordine stretto e totale perché essa gode delle proprietà

· antiriflessiva

· antisimmetrica

· transitiva

· tricotomica

Osservazione

Perché questa definizione funzioni è necessario che i denominatori siano positivi.

Per esempio, delle due frazioni 
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 diciamo che la maggiore è 
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 perché positiva.  Applicando la definizione, però, otterremmo –15>8.  Assurdo!

Debbo confessarvi che, a livello di insegnanti elementari, non sono riuscito a convincere nessuno (o quasi) ad introdurre il confronto tra frazioni usando la definizione (4).

Mi obiettavano: come faccio a giustificare ai bambini questa definizione?

Una definizione è sempre frutto di una scelta arbitraria e non ha bisogno di nessuna giustificazione.  Basta che raggiunga l’obiettivo che ci si propone.

Quando mai abbiamo giustificato ai bambini la definizione di rombo?

Diciamo sempre: un parallelogramma è un rombo quando succede questo fatto.

Analogamente dovremmo dire: una frazione è maggiore di un’altra quando succede questo fatto.

La mia opinione, forse cattiva, è che la definizione di rombo fa parte della tradizione e, quindi, non crea problemi agli insegnanti, mentre la definizione (4) non fa parte della tradizione scolastica e, quindi, crea problemi non ai bambini, ma agli insegnanti.

Dal punto di vista didattico si potrebbe “salvare” la prassi scolastica e la matematica facendo osservare, in ognuna delle tre tappe, che viene sempre verificata la definizione (4) e metterne in risalto la “economicità”.

Nella scuola elementare si può lavorare solo con situazioni numeriche, ma nella scuola media si può benissimo arrivare alla definizione (4).

Nell’ambito dell’ordinamento delle frazioni io cercherei di “rivisitare” alcuni concetti tradizionali, ma non sempre ben chiari anche agli insegnanti.  Uno di questi è il concetto di successivo.

Si incomincia a parlarne fin dalla prima elementare e l’idea che viene trasmessa è che per trovare il successivo di un numero basta fare +1.  Dal punto di vista operativo la cosa funziona nei numeri naturali e negli interi relativi.  E nell’insieme delle frazioni?

Alla domanda “chi è il successivo di 
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” quasi nessuno risponde ricorrendo all’algoritmo del +1, ma più di una volta mi hanno risposto 
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.  Anche chi rispondeva che non esisteva non sapeva giustificare la risposta.

La conoscenza del concetto di “successivo” permette di stabilire in quali insiemi numerici esso vale.  Il concetto è abbastanza semplice.

Il numero b è il successivo di a se b>a e fra a e b non c’è nessun altro numero.

E’ chiaro, allora, che nel mondo delle frazioni, dei numeri decimali e dei razionali nessun numero ha un successivo perché non è mai verificata la seconda condizione.

Un altro concetto che merita di essere “rivisitato” è quello di numero pari.  Moltissimi insegnanti sono convinti  che 0,6 è pari perché divisibile per 2.  Tutti i numeri decimali, e tutte le frazioni, sono divisibili per 2 e quindi sono pari.

Cambiando “ambiente” questo concetto perde di significato.
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