5. Una struttura imperfetta

Con la definizione (1) abbiamo introdotto nel mondo delle frazioni una struttura additiva con le tre proprietà che abbiamo ricordato.

Dato che il “materiale” con cui abbiamo costruito le frazioni è, sostanzialmente, l’insieme Z dei numeri interi relativi, combinato cartesianamente con Z+, e dato che in Z ogni numero ha in opposto, è naturale aspettarsi che ogni frazione abbia una opposta.  E’ proprio così?

Consideriamo, per esempio, la frazione 
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La candidata “naturale” ad esserle opposta è 
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.  Se così fosse dovrebbe risultare:
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Se applichiamo la (1) otteniamo
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Le frazioni  
[image: image5.wmf]1

0

16

0

e

  sono diverse perché sono diverse le coppie ordinate (0,16) e (0,1), essendo diversi i secondi elementi.

E’ una situazione spiacevole perché abbiamo ampliato l’insieme Z ottenendo un insieme algebricamente più povero.

Analogamente con la definizione (3) abbiamo introdotto una struttura moltiplicativa con le proprietà che abbiamo ricordato.

Forse è meno naturale, ma è lecito aspettarsi che ogni frazione con numeratore diverso da zero abbia una inversa.  Nuova delusione!

Candidata ad essere l’inversa di 
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, per esempio, dovrebbe essere 
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Invece, per la definizione (3), otteniamo
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E’ possibile uscire dall’impasse?  Non si può usare qualche marchingegno per sistemare le cose?

La risposta è positiva ed il marchingegno è semplice.

6. L’idea geniale

Per eliminare le due “pecche” segnalate prima è necessario compattare in una sola classe tutte le frazioni con numeratore zero e in una altra classe tutte le frazioni con numeratore uguale al denominatore.

Non si può, però, compattare solo questi due tipi di frazioni per non creare una specie di “mostrum”, cioè un mondo di frazioni singole con due classi formate di infinite frazioni.

I matematici hanno, allora, inventato un marchingegno per sottoporre tutte le frazioni allo stesso trattamento.

Il marchingegno è il concetto di frazioni equivalenti.

Di esse si comincia a parlare in quarta elementare.

Per esempio si divide un rettangolo in due parti e se ne colora una; lo stesso rettangolo viene diviso in 4 parti e se ne colorano 2.  Percettivamente le parti colorate “occupano la stessa superficie” e si conclude che le due frazioni, 
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, sono equivalenti.

Questo è anche l’atteggiamento della scuola media.  Il più diffuso (purtroppo) libro di testo per la scuola media, dopo aver fatto osservare che le tre frazioni 
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, applicate allo stesso segmento, producono segmenti congruenti, conclude con la definizione:

“Due o più frazioni si dicono equivalenti se, operando con esse su una stessa grandezza, si ottengono grandezze congruenti”

Questa definizione, accettabile in prima approssimazione se riferita ai segmenti, è grossolanamente errata se riferita, per esempio, ai rettangoli.

Allora due frazioni sono equivalenti se riferite allo stesso segmento e non lo sono più se riferite allo stesso rettangolo?

Sussidiari e libri di testo passano, poi, ad enunciare la “regola” per ottenere frazioni equivalenti ad una frazione assegnata.

Quando, poi, si tratta di verificare se due frazioni assegnate, anche semplici come 
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, sono equivalenti, si ricorre al concetto di frazione ridotta ai minimi termini per poter applicare la “regola”.

I matematici che, come è noto, sono piuttosto economi nel fare i conti e non vogliono far dipendere le loro definizioni dall’intero di riferimento, vanno direttamente al cuore del problema e danno una definizione di equivalenza tra frazioni che prescinde completamente da ogni “intero”.

Si tratta di una definizione semplice che, in qualche modo, si aggancia alla definizione (4).  Eccola:

Due frazioni 
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 sono equivalenti e scriviamo 
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 se e solo se ad=bc.                     (5)

Anche, qui come nella definizione (4), si tratta di fare “il prodotto in croce” fra due numeri naturali o interi e confrontare il risultato.

Quella introdotta con la definizione (5) a ragione è chiamata relazione di equivalenza perché gode delle tre canoniche proprietà:

· riflessiva

· simmetrica

· transitiva.

Con questa relazione tutte le frazioni vengono compattate in classi ed ogni frazione sta in una ed in una sola classe.

Ogni classe è formata da una frazione e da tutte quelle ad essa equivalenti in base alla definizione (5).

Eccone qualcuna.
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A ciascuna di queste classi si dà, in genere, il nome del suo “capostipite”, cioè della frazione con numeratore e denominatore primi fra di loro, però ogni frazione della classe può essere scelta come “rappresentante” della classe.

Anche a proposito dell’equivalenza delle frazioni penso si possano conciliare tradizione didattica (sensata) ed esigenze matematiche.

Alla introduzione intuitiva che fa intervenire “l’intero” si può subito dopo far constatare l’uguaglianza del “prodotto in croce”; uguale verifica dopo l’applicazione della “regola”.

In quinta, e ancor più nella scuola media costa veramente poco affermare che due frazioni sono equivalenti quando si verifica l’uguaglianza dei prodotti in croce.

7. Un nuovo oggetto matematico

Diamo uno sguardo al cammino fatto.

Siamo partiti da Z, cioè l’insieme dei numeri interi relativi, abbiamo costruito ZxZ+ cioè l’insieme delle frazioni e siamo approdati ad un nuovo insieme, che possiamo indicare con Q, formato da classi di frazioni equivalenti.

La domanda che sorge spontanea è: che cosa ce ne facciamo di questo nuovo insieme i cui elementi sembrano così ingombranti?

L’obiettivo del nostro cammino è la costruzione dell’insieme dei numeri razionali.

Abbiamo a disposizione l’insieme Q.

Se noi riusciamo a definire in esso una addizione con le solite proprietà, una moltiplicazione con le solite proprietà, un ordinamento con le solite proprietà abbiamo raggiunto l’obbiettivo perché Q è un insieme numerico che possiamo chiamare insieme dei numeri razionali.

Dopo la fatica che abbiamo fatto con le frazioni ora la strada è tutta in discesa.

8. Il campo ordinato dei numeri razionali

Nell’insieme Q possiamo introdurre una operazione di addizione con la stessa definizione (1).

Vi è una sola differenza: ora il simbolo 
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 non indica una frazione, ma una classe di frazioni equivalenti.  Di solito, per evitare confusioni, la classe alla quale appartiene la frazione 
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 si indica 
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Riscriviamo la definizione (1) con la nuova simbologia (non lo faremo più nel seguito):
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Questa operazione è

· interna

· associativa

· commutativa

· l’elemento neutro non è più la frazione 
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, ma la classe 
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 e, quindi, ogni elemento con numeratore 0.  Normalmente la si chiama zero e la si indica con il solito simbolo 0
· con il passaggio alle classi si sistema la questione dell’opposta di una frazione: ogni classe 
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 ha una opposta ed è la classe 
[image: image26.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

b

a

.  Infatti 
[image: image27.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

ú

û

ù

ê

ë

é

2

0

b

b

a

b

a

 che è la “classe neutra”.

Come è noto, i matematici sono risparmiosi e invece di dire tutta la pappardella che abbiamo scritto, affermano semplicemente che Q rispetto alla addizione è un gruppo commutativo.

Nell’insieme Q si introduce anche una moltiplicazione esattamente come nell’insieme delle frazioni con la precisazione fatta prima.

Essa gode della proprietà che abbiamo illustrato a proposito delle frazioni.

L’elemento neutro è la classe 
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 delle frazioni che hanno numeratore uguale al denominatore.  Normalmente la si chiama uno e la si indica con il solito simbolo 1.

Con il passaggio alle classi si sistema anche la questione dell’inversa di una frazione: ogni classe 
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 ha una inversa ed è la classe 
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cioè la “classe neutra” rispetto alla moltiplicazione.

I numeri razionali diversi da zero sono un gruppo commutativo anche rispetto alla moltiplicazione.  Le due strutture sono collegate fra di loro mediante la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione.

Ispirandosi sempre all’idea della “economicità” i matematici dicono che l’insieme Q rispetto alle due operazioni di addizione e moltiplicazione, è un campo o un corpo commutativo.

Infine, in Q possiamo introdurre un ordinamento con la definizione (4) pensata fra classi e non più tra singole frazioni.  Anche la nuova relazione è un ordinamento stretto e totale perché gode delle quattro proprietà che abbiamo ricordato parlando delle frazioni.

L’ordinamento ci permette di parlare di numeri positivi, cioè maggiori di zero, e di numeri negativi, cioè minori di zero.

Quando un numero 
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 è maggiore di zero?

Basta ricorrere alla definizione (4):
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 se e solo se ax1>bx0, cioè a>0.

Era quello che tutti si aspettavano.  E qui si vede un altro motivo per scegliere il denominatore solo fra gli interi positivi.

Dell’ordinamento voglio ricordare due proprietà non ancora menzionate.  Si tratta di proprietà che valgono anche nei numeri naturali e negli interi relativi e che esprimono la perfetta armonia che sussiste fra la struttura d’ordine e le due strutture algebriche legate alla addizione ed alla moltiplicazione.

La prima esprime la coerenza (o compatibilità) fra ordine ed addizione e si esprime, in simboli, nel seguente modo:

se
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Questa proprietà era già espressa in una delle “nozioni comuni” di Euclide: “Se a cose disuguali si aggiungono cose uguali, i risultati sono disuguali”.

La seconda esprime la coerenza (o compatibilità) fra ordine e moltiplicazione e si esprime, in simboli, nel seguente modo:

se 
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In forza di tutte le proprietà finora illustrate l’insieme Q si dice che è un campo ordinato.

L’ordinamento che abbiamo introdotto con la definizione (4) possiede una proprietà nuova rispetto all’ordinamento dell’insieme dei numeri naturali e dei numeri interni relativi.

I matematici l’hanno battezzata con il nome di “densità”.  Si tratta di questo.

Dati due numeri razionali che, per brevità, possiamo chiamare a e b, esiste un numero razionale c complesso fra i due cioè tale che a<c<b oppure b<c<a.

Per essere sicuri di trovarlo basta prendere la media aritmetica fra a e b, cioè 
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E’ proprio questa proprietà che ci impedisce di parlare di “successivo” nel campo dei razionali.

9. Il bello si paga

L’insieme Q ha una struttura bella, gradevole, quasi perfetta.  Il bello, però, costa ed anche qui c’è uno scotto da pagare.

In Q le definizioni (1), (3) e (4) sono state date per le classi di frazioni equivalenti, ma in realtà noi abbiamo sempre usato un “rappresentante” per ogni classe.

Può venire il sospetto che prendendo rappresentanti diversi dello stesso numero si ottengano risultati diversi.  E sarebbe un brutto guaio.

Facciamo un esempio.

Prendiamo come rappresentanti di due numeri i loro “capostipiti”, cioè 
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.  Sommandoli otteniamo:  
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Prendiamo, ora, due altri rappresentanti, per esempio, 
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.  Sommandoli otteniamo:  
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Se i risultati ottenuti,  
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  fossero rappresentanti di due numeri diversi, cioè appartenessero a classi diverse, la definizione (1) non starebbe in piedi, sarebbe “mal posta”.  Per fortuna questo non succede perché i due risultati ottenuti sono frazioni equivalenti e stanno nella stessa classe.

Naturalmente i matematici non possono accontentarsi di esempi particolari.  In effetti si può, e si deve, dimostrare che le definizioni (1), (3) e (4) non dipendono dai rappresentanti scelti.

E’ questo lo scotto da pagare, ma ne vale la pena, visto il risultato raggiunto.

10. Quanti sono

Si può rispondere senza esitazione che i numeri razionali sono infiniti dato che infiniti sono i numeri naturali ed i numeri interi relativi.  Di quale infinità si tratta?  La stessa di N e di Z o più grande?

La domanda non è retorica.  Basta pensare che nel “segmento numerico” [0, 1] ci sono due numeri naturali, due numeri interi relativi, ma infiniti numeri razionali.

Siccome di questi segmenti ce ne sono infiniti, allora i numeri razionali sono una infinità di infinità.

Contro ogni aspettativa, però, i numeri razionali hanno la stessa infinità dei numeri naturali e dei numeri interi.

Il merito di averlo dimostrato, in modo semplice e convincente, va a G. Cantor (1845-1918).

Egli ha immaginato di disporre tutti i numeri razionali in una grande tabella a doppia entrata come questa nella quale in ogni riga sono disposte le frazioni con uguale denominatore:
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Queste frazioni vengono poi visitate tutte seguendo le frecce e disposte, secondo l’ordine di “incontro”, in una successione scartando le frazioni che rappresentano un numero razionale che già si è incontrato.

Il “primo pezzo” della successione è questo:
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  …
Questa successione può essere messa in corrispondenza biunivoca con la successione dei numeri naturali come si intuisce da questo schema
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Quindi i due insiemi Q e N hanno lo stesso numero di elementi, la stessa cardinalità, la stessa infinità.  Forse è proprio il caso di esclamare: potenza della ragione!

11. Conclusione

Siamo giunti al termine del nostro cammino.  Un cammino lungo, faticoso, ma la meta raggiunta ci ripaga abbondantemente delle fatiche compiute.

Studiare matematica è come arrampicarsi in montagna: la fatica della scalata è ripagata dalla gioia della vetta conquistata.

_1256737111.unknown

_1256737127.unknown

_1256737143.unknown

_1256737151.unknown

_1256737155.unknown

_1256737157.unknown

_1256737159.unknown

_1256737160.unknown

_1256737161.unknown

_1256737158.unknown

_1256737156.unknown

_1256737153.unknown

_1256737154.unknown

_1256737152.unknown

_1256737147.unknown

_1256737149.unknown

_1256737150.unknown

_1256737148.unknown

_1256737145.unknown

_1256737146.unknown

_1256737144.unknown

_1256737135.unknown

_1256737139.unknown

_1256737141.unknown

_1256737142.unknown

_1256737140.unknown

_1256737137.unknown

_1256737138.unknown

_1256737136.unknown

_1256737131.unknown

_1256737133.unknown

_1256737134.unknown

_1256737132.unknown

_1256737129.unknown

_1256737130.unknown

_1256737128.unknown

_1256737119.unknown

_1256737123.unknown

_1256737125.unknown

_1256737126.unknown

_1256737124.unknown

_1256737121.unknown

_1256737122.unknown

_1256737120.unknown

_1256737115.unknown

_1256737117.unknown

_1256737118.unknown

_1256737116.unknown

_1256737113.unknown

_1256737114.unknown

_1256737112.unknown

_1256737095.unknown

_1256737103.unknown

_1256737107.unknown

_1256737109.unknown

_1256737110.unknown

_1256737108.unknown

_1256737105.unknown

_1256737106.unknown

_1256737104.unknown

_1256737099.unknown

_1256737101.unknown

_1256737102.unknown

_1256737100.unknown

_1256737097.unknown

_1256737098.unknown

_1256737096.unknown

_1256737087.unknown

_1256737091.unknown

_1256737093.unknown

_1256737094.unknown

_1256737092.unknown

_1256737089.unknown

_1256737090.unknown

_1256737088.unknown

_1256737083.unknown

_1256737085.unknown

_1256737086.unknown

_1256737084.unknown

_1256737081.unknown

_1256737082.unknown

_1256737080.unknown

